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RESUMO 
Ferramentas numéricas para predição de vibrações induzidas por vórtices (VIV) em 
risers e pipelines foram desenvolvidas e aprimoradas ao longo dos anos por centros de 
pesquisa em universidades e em empresas de óleo e gás. Dentre esses algoritmos de predição, 
os mais utilizados na indústria offshore realizam suas análises no domínio da frequência, em 
que um sistema linear deve ser assumido. No caso de análises mais complexas em que as não-
linearidades são importantes, uma análise no domínio do tempo torna-se essencial. Nesse 
sentido, o objetivo do presente trabalho foi implementar um procedimento no domínio do 
tempo para estimar os esforços impostos pelo fenômeno de desprendimento de vórtices em 
tubulações submarinas expostas à ação de correnteza. Somente a VIV da direção transversal a 
correnteza é considerada e uma abordagem semi-empírica baseada em resultados de 
experimentos com cilindros rígidos e flexíveis é utilizada no cálculo da força.  
A metodologia adotada considera o balanço de energia entre as regiões do riser 
excitadas pelo desprendimento de vórtices e aquelas amortecidas pelo mesmo. Em regiões 
excitadas, a componente da força em fase com a velocidade da estrutura fornece energia para 
a vibração. Já em regiões amortecidas a força é aplicada em oposição à velocidade, dissipando 
energia do sistema. Um critério de lock-in é verificado constantemente para identificar zonas 
de excitação e de amortecimento. A intensidade da força é proporcional a um coeficiente 
hidrodinâmico calculado em função da amplitude e da frequência da vibração. Como uma 
resposta multimodal pode ocorrer, um parâmetro de energia é utilizado para selecionar a 
frequência de oscilação dominante. A parcela inercial da força é calculada considerando-se a 
variação da massa adicional ao longo da estrutura originada pela VIV. Na direção da 
correnteza, a amplificação do arrasto é calculada em função da amplitude de vibração 
transversal. 
O procedimento de predição da VIV foi verificado frente a casos experimentais 
publicados na literatura. Em geral uma boa concordância foi observada entre resultados 
experimentais e de simulação numérica. 
 
Palavras Chave: Vibração Induzida por Vórtices, Simulação Numérica, Domínio 
do Tempo, Riser, Correnteza Marítima. 
  
ABSTRACT 
Numerical tools used to predict vortex-induced vibration (VIV) of marine risers and 
pipelines have been developed over the years by research centers of universities and oil and 
gas companies. Among these prediction algorithms, the most widely used in offshore industry 
perform their analysis in frequency domain, assuming a linear riser system. For complex cases 
in which nonlinearities are important, a time-domain analysis becomes essential for realistic 
prediction of VIV. Thus, this work aimed at developing a time-domain procedure to estimate 
the forces due to vortex shedding on risers exposed to currents. Only the VIV in cross-flow 
direction is considered and a semi-empirical approach based on experiments with rigid and 
flexible cylinders are used to determine hydrodynamic coefficients for the force.  
The present procedure considers the energy balance between excited and non-excited 
regions due to vortex shedding. In excited regions, the component of the force in phase with 
structure velocity provide energy to drive the vibration. In non-excited regions the force is 
applied opposed to structure velocity thus damping the vibration. A lock-in criteria is 
constantly verified to identify excited and damped regions. The intensity of the force is 
proportional to a hydrodynamic coefficient that depends on the amplitude and frequency of 
vibration. As a multimodal response can occur, an energy parameter is used to distinguish the 
dominant frequency of oscillation. The inertial component of the force is calculated 
considering the added mass variation along the structure due to VIV. In the flow direction, the 
drag amplification is calculated as a function of the amplitude of cross-flow vibration. 
The VIV prediction procedure was verified comparing results from numerical 
simulation and experimental tests reported in the technical literature. In general, a good 
agreement was observed between numerical and experimental results. 
 
Key Words: Vortex-Induced Vibration, Numerical Simulation, Time-domain, Riser, Sea 
Current. 
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1. INTRODUÇÃO 
A exploração de hidrocarbonetos em campos petrolíferos cada vez mais distantes da 
costa terrestre tem levado a indústria de óleo e gás à procura de novas técnicas de engenharia 
para enfrentar os desafios inerentes à exploração em águas ultraprofundas. 
No Brasil os campos do pré-sal estão localizados a aproximadamente 300 km da costa 
terrestre com reservatórios que podem chegar a uma profundidade de 8000 m com lâmina 
d’água maior que 2000 m. Diante desse cenário a busca por novas tecnologias tornou-se 
fundamental para o sucesso do empreendimento de exploração e produção de petróleo nesses 
campos.  
Dentro da cadeia exploratória encontram-se todas as atividades de upstream. Uma 
dessas atividades é o transporte dos fluidos do poço até uma plataforma (unidade de 
produção) localizada na superfície marítima ou diretamente até a costa terrestre. Esse 
transporte é feito por meio de tubulações esbeltas chamadas de risers e dutos submarinos 
(pipelines), sendo o primeiro utilizado no transporte até a plataforma e o segundo utilizado 
sobre o leito marítimo para transporte até a costa terrestre. 
Os risers e os dutos submarinos são componentes chaves do sistema de perfuração e 
de produção de óleo e gás, sendo utilizados durante toda vida útil de exploração de um campo 
offshore. Estas estruturas submarinas estão frequentemente sujeitas a ações ambientais 
adversas como correnteza, ondas, movimentos induzidos da unidade de produção, etc que 
podem causar danos estruturais no curto, médio e longo prazo.  
A incidência da correnteza marítima sobre o riser ou duto submarino levará à 
separação do escoamento e poderá acarretar no desprendimento de vórtices no entorno da 
tubulação. A formação de vórtices irá induzir forças oscilatórias no tubo e o movimento 
oscilatório resultante da estrutura é conhecido como vibração induzida por vórtices (VIV). 
Normalmente, a VIV de risers não possui amplitudes maiores que 1,5 diâmetros (JAUVTIS e 
WILLIAMSON, 2004), porém, a vibração será caracterizada por uma ou várias frequências 
de oscilação capazes de causar danos significativos devido à fadiga no médio e longo prazo. 
Para exploração em águas cada vez mais profundas, o aumento do comprimento das 
tubulações agrava o problema da VIV pois um maior número de modos de vibrar é excitado 
pelo desprendimento de vórtices. 
Atualmente, as ferramentas de simulação e os métodos de análise mais comuns para a 
predição da VIV em risers e dutos submarinos adotam uma abordagem semi-empírica no 
27 
 
domínio do tempo ou da frequência ou uma abordagem direta no domínio do tempo através 
do uso de CFD (Computational Fluid Dynamics). Simuladores no domínio da frequência vêm 
sendo utilizados e desenvolvidos desde a década de 1980 enquanto que simuladores no 
domínio do tempo surgiram por volta do ano 2000. A necessidade de uma análise no domínio 
do tempo foi motivada pelas limitações encontradas na análise no domínio da frequência 
frente aos desafios técnicos trazidos pelo avanço da indústria offshore a águas mais profundas. 
Dentre essas limitações estava a impossibilidade de se modelar os efeitos da VIV sobre as não 
linearidades presentes em sistemas de risers e dutos submarinos como: variação da rigidez à 
flexão devido a variação de tração, interação com o solo, presença de ondas, variação no 
tempo do perfil de correnteza, etc. Além disso não é possível avaliar as características não 
estacionárias do fenômeno de VIV utilizando-se o domínio da frequência.  
O uso de uma abordagem semi-empírica é vantajoso pois possibilita uma maior 
simplicidade na modelagem do problema e um menor consumo computacional. Assim quando 
é necessária uma minimização do tempo computacional, o uso de uma ferramenta semi-
empírica torna-se mais interessante que uma análise utilizando CFD, por exemplo.  
 
1.1. Motivação 
Em estruturas submarinas esbeltas como risers e pipelines sujeitas a ação de 
correnteza, a ocorrência de desprendimento de vórtices pode levar a vibração dessas 
tubulações e como consequência causar danos por fatiga. Além disso, a VIV pode causar 
também o aumento do arrasto, resultando em uma maior deformação do riser na direção de 
atuação da correnteza.  Portanto, para o projeto de tubulações submarinas o efeito da VIV 
deve ser levado em consideração através de modelos realísticos implementados em 
simuladores e outras ferramentas analíticas.  
Atualmente, na indústria offshore a quantidade e a diversidade de simuladores 
numéricos no domínio da frequência para estimar os esforços e as amplitudes da VIV em 
tubulações submarinas é maior que o número de simuladores no domínio do tempo. Além de 
um menor esforço computacional, a análise no domínio da frequência torna-se mais simples 
por linearizar o problema hidrodinâmico. No entanto, no caso de configurações complexas de 
risers e pipelines em que as não-linearidades predominam, uma análise no domínio da 
frequência pode subestimar a integridade estrutural da tubulação, não prevendo corretamente 
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os danos por acúmulo de fadiga e a diminuição da vida útil da mesma. Nesses casos uma 
análise no domínio do tempo torna-se essencial. 
Neste sentido, a motivação do presente trabalho é contribuir no desenvolvimento de 
uma ferramenta de simulação no domínio do tempo para predição de vibrações induzidas por 
vórtices em tubulações submarinas como risers e pipelines. Para isso uma metodologia para 
estimar os esforços de VIV foi desenvolvida baseada em procedimentos e técnicas 
encontrados na literatura. Uma abordagem semi-empírica, como encontrada em simuladores 
no domínio da frequência, foi utilizada para o cálculo dos coeficientes hidrodinâmicos da 
força. A metodologia desenvolvida foi implementada como rotinas de cálculo em um 
simulador numérico para análise dinâmica no domínio do tempo de tubulações offshore. 
 
1.2. Objetivos 
Dentre os objetivos deste trabalho destacam-se: 
 A elaboração e a implementação de uma rotina de cálculo de esforços de VIV 
no domínio do tempo para a direção transversal à correnteza (direção cross-
flow). Para isso, foi utilizada uma abordagem semi-empírica geralmente 
encontrada em ferramentas numéricas no domínio da frequência. Essa rotina 
foi integrada a um simulador numérico em elementos finitos utilizado na 
análise dinâmica de tubulações offshore sujeitas a ação de carregamentos 
ambientais. 
 
 Verificação dos resultados de predição da VIV gerados pela metodologia 
desenvolvida. Para isso será realizada uma comparação com resultados 
experimentais encontrados na literatura. Dentre os parâmetros comparados 
estão amplitudes máximas atingidas, frequências e modos de vibrar da 
estrutura. 
 
1.3. Estrutura da Dissertação 
Esta dissertação está dividida em 6 Capítulos. O capítulo atual contextualizou o 
problema das vibrações induzidas por vórtices e apresentou as motivações e objetivos da 
presente pesquisa. 
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O capítulo 2 aborda conceitos básicos do fenômeno de VIV como o mecanismo físico 
do desprendimento de vórtices e sua relação com a condição de escoamento. Parâmetros 
adimensionais relevantes em análises de VIV e utilizados ao longo desta dissertação também 
são apresentados. 
O capítulo 3 apresenta o conceito de sincronização ou lock-in para estruturas esbeltas. 
Em seguida é apresentada a fundamentação teórica do cálculo da força imposta a um cilindro 
devido a ação do desprendimento de vórtices no regime de lock-in. Nesse capítulo também é 
discutida a relação da VIV com parâmetros como massa adicional, razão de massa, número de 
Reynolds e perfil de correnteza. 
O capítulo 4 apresenta a metodologia empregada para predição da VIV em risers e 
pipelines. O cálculo da força de excitação ou de amortecimento para cada posição da estrutura 
devido ao desprendimento de vórtices é discutido em detalhes. 
O capítulo 5 apresenta a verificação do procedimento implementado comparando-se 
resultados de simulação numérica com resultados experimentais publicados na literatura. 
Casos considerando risers expostos a correnteza uniforme e não-uniforme foram utilizados 
para as comparações. 
O capítulo 6 apresenta as conclusões do presente trabalho e sugestões para trabalhos 
futuros.  
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2. VIBRAÇÕES INDUZIDAS POR VÓRTICES 
Vibração induzida por vórtices é um fenômeno de interação fluido-estrutura em que 
ocorre a excitação da estrutura por forças impostas pelo desprendimento alternado de vórtices 
das superfícies laterais da mesma quando esta está sujeita à um escoamento. Devido ao 
desprendimento de vórtices alternar entre as laterais do corpo, as forças que o mesmo 
experimenta são oscilatórias no tempo e são modeladas de uma maneira simplificada como 
forças cíclicas de período regular (senóides ou cossenóides). As vibrações decorrentes da ação 
dessas forças são observadas na direção de incidência da correnteza (direção in-line) e na 
direção transversal à direção da correnteza e ao eixo da estrutura (direção cross-flow).  Em 
geral as vibrações observadas para a direção cross-flow possuem maiores amplitudes em 
relação as vibrações da direção in-line e por esse motivo os primeiros estudos de VIV 
concentraram-se somente nas oscilações na direção transversal. Esses estudos consistiram em 
ensaios experimentais com cilindro livre para deslocar-se em somente 1 grau de liberdade 
(cross-flow). No presente trabalho somente a direção cross-flow é considerada na análise da 
VIV. 
As VIVs observadas em cilindros é um assunto que vem sendo estudado a mais de 
cinco décadas. Estudos experimentais em laboratório e no campo vêm sendo realizados desde 
então para melhor compreender esse complexo fenômeno. Os resultados experimentais são 
posteriormente utilizados em modelos semi-empíricos presentes em ferramentas de simulação 
numérica. Uma vasta literatura está disponível no que diz respeito à VIV. Experimentos e 
modelos desenvolvidos e aprimorados ao longo dos anos são relatados em estudos realizados 
por autores como C. M. LARSEN, J. K. VANDIVER, R. D. BLEVINS, M. S. 
TRIANTAFYLLOU, C. H. K. WILLIAMSON, T. SARPKAYA, P. BEARMAN, entre 
outros. 
Neste capítulo uma breve discussão sobre o mecanismo físico de desprendimentos de 
vórtices ao redor de cilindros é realizada. Em seguida serão introduzidos os principais 
parâmetros, sendo a maioria adimensionais, utilizados em estudos de VIV em cilindros e que 
serão citados ao longo desse trabalho. 
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2.1. Mecanismo Físico 
Quando um cilindro é exposto à ação de um escoamento, o fluido é desviado de seu 
percurso natural ao atingir suas paredes. Esse desvio faz com que as partículas do fluido 
sofram uma variação em sua velocidade e, consequentemente, uma alteração no campo de 
pressão será observado no entorno do cilindro.  Além disso, as partículas de fluido próximas à 
parede perdem energia cinética por atrito devido a influência da viscosidade. A diferença de 
pressão entre as faces e a influência da viscosidade próxima às paredes levam à uma 
resistência ao escoamento do fluido quando este atravessa o cilindro. Isso irá provocar o 
surgimento de um movimento contrário do fluido na região traseira do cilindro que resultará 
na formação de vórtices.  
 
 
Figura 2.1 – Fenômeno de desprendimento de vórtices para um riser sujeito à correnteza marítima. 
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A Figura 2.1 ilustra o fenômeno de desprendimento de vórtices para um riser vertical 
sujeito a ação de correnteza. Observando-se o plano de uma seção transversal do riser, nota-se 
a formação de uma esteira de vórtices na região a jusante do riser. As características da esteira 
de vórtices formada dependem do número de Reynolds e da turbulência presente no 
escoamento (SARPKAYA, 2010). A influência desses parâmetros irá afetar a distribuição do 
gradiente de pressão no entorno do cilindro, alterando, portanto, o processo de formação de 
vórtices. 
O desprendimento de um vórtice de uma das paredes do riser depende da formação do 
vórtice que ocorre na parede oposta, conforme é ilustrado na Figura 2.2. O desprendimento do 
vórtice A ocorre devido a um movimento oposto do fluido durante a formação do vórtice B. 
De maneira análoga o desprendimento do vórtice B ocorre devido a influência do vórtice C. A 
esteira de vórtices será formada, portanto, por pares de vórtices que são desprendidos das 
paredes do riser de maneira alternada. A Figura 2.3 ilustra a esteira formada pelo 
desprendimento alternado de pares de vórtices de fumaça das paredes de um cilindro liso. 
Essa esteira, formada por pares semelhantes de vórtices, é conhecida como esteira de Von 
Kármán. Maiores detalhes sobre o mecanismo físico de desprendimento de vórtices podem ser 
encontrados nos livros de Sumer e Fredsoe (SUMER e FREDSOE, 1997) e Blevins 
(BLEVINS, 1990). 
 
 
Figura 2.2 - Esquema do fenômeno de desprendimento de vórtices. a) Vórtice A é desprendido pela 
ação da vorticidade contrária do vórtice B. b) Vórtice B é desprendido pela ação da vorticidade 
contrária do vórtice C. Retirado de (SUMER e FREDSOE, 1997). 
 
Como resultado da natureza cíclica do fenômeno de desprendimento de vórtices, uma 
força oscilatória será imposta sobre o cilindro nas direções do escoamento (direção in-line) e 
transversal ao escoamento (direção cross-flow). A intensidade da força imposta na direção 
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cross-flow é, na maioria dos casos, mais expressiva que aquela imposta na direção in-line. Já a 
frequência da força na direção cross-flow é igual a frequência com que os vórtices são 
desprendidos (fs), ou seja, um ciclo de oscilação é completado quando houver o 
desprendimento de vórtices dos dois lados do cilindro (ao fim do desprendimento do vórtice B 
e início do desprendimento do vórtice C na Figura 2.2). Para completar um ciclo de oscilação 
na direção cross-flow o campo de pressão ao redor do cilindro sofre duas alterações, uma para 
cada vórtice formado em cada lado. Consequentemente, a frequência observada para a força 
na direção in-line será igual ao dobro da frequência de desprendimento de vórtices (2fs).  
 
 
Figura 2.3 - Esteira de vórtices de Von Kármán. Retirado de (BLEVINS, 2009). 
 
2.2. Parâmetros Relevantes em Análises de VIV 
2.2.1. Número de Reynolds (Re) 
O número de Reynolds (Re) é um número adimensional muito utilizado na mecânica 
dos fluidos em problemas onde há um movimento relativo entre um fluido e uma superfície. 
Ele foi introduzido com o intuito de identificar um mesmo comportamento do escoamento 
para diferentes situações de interação fluido-superfície. Sua definição é dada pela relação 
entre as forças inerciais e as forças viscosas que atuam no corpo quando este está sujeito a um 
escoamento. Essa relação é dada pela equação 2.1. 
 
𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑈𝑈𝐿𝐿𝑐𝑐
𝜇𝜇
= 𝑈𝑈𝐿𝐿𝑐𝑐
𝜐𝜐
= 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓ç𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑅𝑅𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓ç𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  2.1 
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Onde ρf é a densidade do fluido, U é a velocidade de escoamento do fluido, Lc é uma 
dimensão linear característica que no caso de um cilindro é o valor do seu diâmetro (Lc = D), 
μ é a viscosidade dinâmica do fluido e ν = μ/ρf é chamada de viscosidade cinemática.  
Comumente, o número de Reynolds é utilizado: 
- Em análises dimensionais cujo objetivo é manter as mesmas propriedades 
fluidodinâmicas entre um protótipo em escala real e um modelo em escala reduzida de 
laboratório. 
- Na caracterização dos regimes de escoamento laminar e turbulento ao redor de um 
corpo imerso em um fluido. O escoamento laminar ocorre em baixos valores de Re onde 
predominam as forças viscosas sobre o corpo. Já o escoamento turbulento ocorre para altos 
valores de Re onde há o domínio das forças inerciais. 
 
2.2.2. Frequência de Desprendimento de Vórtices (fs) e Frequência de Oscilação 
(f) 
A frequência de desprendimento de vórtices (fs) é a frequência relacionada ao 
intervalo de tempo entre a formação de vórtice em um lado do cilindro e o desprendimento de 
vórtice do outro lado do cilindro. Na Figura 2.2 o período de tempo entre a formação do 
vórtice A e o desprendimento do vórtice B é denominado Ts e, portanto, a frequência de 
desprendimento de vórtices será dada por 1/Ts. Quando fs é determinada para cilindro 
estacionário ela é chamada de frequência de Strouhal (fst). A frequência de Strouhal é usada, 
por exemplo, no cálculo da relação de Strouhal discutido posteriormente na seção 2.2.4.  
A frequência de oscilação (f) refere-se à frequência de vibração do cilindro quando 
este está submetido a força oscilatória (senoidal) decorrente do fenômeno de desprendimento 
de vórtices. Portanto, a frequência de oscilação refere-se ao ciclo de deslocamento da 
estrutura, no caso um cilindro esbelto, no tempo. No presente trabalho serão tratadas somente 
as vibrações na direção transversal à direção de atuação da correnteza (direção cross-flow) e, 
portanto, a frequência de oscilação é subentendida como sendo a frequência transversal de 
oscilação.  
Um parâmetro adimensional muito utilizado é a razão de frequência (f *) que consiste 
na relação entre a frequência transversal de oscilação do cilindro e uma de suas frequências 
naturais (equação 2.2). Da mesma forma que para a frequência de oscilação, f, as frequências 
naturais fn referem-se sempre a direção cross-flow. 
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𝑓𝑓∗ = 𝑓𝑓
𝑓𝑓𝑛𝑛
= 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑅𝑅𝑓𝑓𝑢𝑢ê𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑓𝑓𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑎𝑎çã𝑓𝑓
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑅𝑅𝑓𝑓𝑢𝑢𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢𝑓𝑓𝑎𝑎𝑜𝑜  2.2 
 
Quando a frequência de desprendimento de vórtices, fs, é próxima de uma frequência 
natural, fn, ocorrerá a excitação do cilindro que passará a vibrar com uma frequência f 
próxima a sua frequência natural modificada pela influência da variação da massa adicional 
(fnm). A vibração do cilindro irá modificar a frequência de desprendimento de vórtices para 
um valor igual à frequência de oscilação f (fs = f). Esse fenômeno é chamado de sincronização 
ou lock-in e será discutido mais adiante na seção 3.1. 
 
2.2.3. Velocidade Reduzida (VR) 
A velocidade reduzida (VR) é um parâmetro adimensional fundamental na análise das 
oscilações de um cilindro quando este está sujeito ao fenômeno de VIV. Ela representa a 
relação entre a velocidade da correnteza incidente e a velocidade do cilindro na direção que 
ele oscila. Muitos outros parâmetros que normalizam a resposta e as forças provenientes do 
fenômeno de VIV são computados em função de VR. 
 Como serão tratadas somente as oscilações observadas na direção transversal à 
direção da correnteza, a definição da velocidade reduzida subentende que a velocidade de 
resposta do cilindro é a velocidade da direção transversal. Assim a velocidade reduzida é dada 
pela equação 2.3: 
 
𝑉𝑉𝑅𝑅 = 𝑈𝑈𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝑣𝑣𝑅𝑅𝑜𝑜𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑅𝑅𝑖𝑖𝑛𝑛𝑅𝑅𝑐𝑐𝑎𝑎𝑣𝑣𝑅𝑅𝑜𝑜𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣𝑅𝑅𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑓𝑓 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓 2.3 
 
Onde U é a velocidade da correnteza que incide perpendicularmente ao eixo do 
cilindro, f é a frequência de oscilação do cilindro na direção transversal e D é o diâmetro 
externo do cilindro. 
A definição de VR da equação 2.3 também é chamada de velocidade reduzida 
verdadeira. Conforme Moe e Wu (MOE e WU, 1990) muitos parâmetros adimensionais 
podem possuir mais de um valor para uma mesma velocidade reduzida verdadeira já que, 
devido à interação entre fluido e estrutura, a razão U/f pode permanecer constante para 
diferentes valores de velocidade de correnteza. Isso ocorre, por exemplo, no caso em que uma 
mudança no valor de U proporciona uma variação da massa adicional do cilindro, 
modificando sua frequência de oscilação e mantendo a relação U/f constante. A variação da 
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massa adicional do cilindro é uma consequência da interação fluido-estrutura e será discutido 
na seção 3.3. Com o objetivo de tornar única a representação dos parâmetros adimensionais 
em função da velocidade reduzida, Moe e Wu definiram a velocidade reduzida nominal (VRn) 
como visto na equação 2.4.  
 
𝑉𝑉𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝑈𝑈𝑓𝑓𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑣𝑣𝑅𝑅𝑜𝑜𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑅𝑅𝑖𝑖𝑛𝑛𝑅𝑅𝑐𝑐𝑎𝑎(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑅𝑅𝑓𝑓𝑢𝑢𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢𝑓𝑓𝑎𝑎𝑜𝑜) 𝑥𝑥 (𝑑𝑑𝑖𝑖â𝑚𝑚𝑅𝑅𝑛𝑛𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑑𝑑𝑓𝑓 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓) 2.4 
 
Onde fn é a frequência natural do cilindro em águas calmas. 
Já que a frequência natural da estrutura (fn) é constante, o uso de VRn irá promover um 
único valor do parâmetro medido para uma dada velocidade de correnteza. 
A relação inversa da velocidade reduzida verdadeira é chamada de frequência 
adimensional (fhat) e é comumente utilizada em experimentos com cilindros submetidos a 
oscilação forçada. 
 
𝑓𝑓ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑈𝑈 = 𝑣𝑣𝑅𝑅𝑜𝑜𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣𝑅𝑅𝑓𝑓𝑎𝑎𝑎𝑎𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑓𝑓 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓𝑣𝑣𝑅𝑅𝑜𝑜𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑎𝑎 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑅𝑅𝑖𝑖𝑛𝑛𝑅𝑅𝑐𝑐𝑎𝑎  2.5 
 
2.2.4. Número de Strouhal (St) 
O número de Strouhal (St) é um número adimensional usado na descrição do 
mecanismo de oscilação de um corpo submetido a um escoamento. Para um cilindro, St 
representa uma constante de proporcionalidade entre a frequência com que os vórtices são 
desprendidos e a velocidade do escoamento: 
 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓
𝑈𝑈
 2.6 
 
Onde fst é a frequência de desprendimento de vórtices para um cilindro estacionário 
em Hz, D é o diâmetro externo do cilindro e U é a velocidade da correnteza a qual o cilindro 
está submetido. 
O número de Strouhal foi proposto por Cének Vincent Strouhal em 1878. Estudando 
vibrações em cordas, Strouhal encontrou um valor constante de 0.185 para St. Mais tarde em 
1896, Rayleigh verificou que a constante St dependia do número de Reynolds do escoamento 
e propôs o número adimensional de Strouhal da equação 2.6 (RAYLEIGH, 1896). Em 1966, 
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Lienhard compilou medições experimentais do valor de St conforme o número de Reynolds 
para um cilindro rígido estacionário (LIENHARD, 1966), que pode ser observado na Figura 
2.4. Na mesma figura também podemos ver as separações para cada regime de escoamento. 
 
 
Figura 2.4 – Número de Strouhal em função do número de Reynolds para cilindros rígidos 
estacionários. Retirado de (LIENHARD, 1966). 
 
A região hachurada da Figura 2.4 representa as discrepâncias dos valores encontrados 
pelos vários autores. A região com maior discrepância, compreendida entre os valores 
aproximados de 1,5.105 < Re < 3.106, corresponde a valores característicos para cilindros com 
superfície lisa (curva tracejada superior) e cilindros com superfície rugosa (curva tracejada 
inferior). Na região de transição compreendida entre 300 < Re < 1,5.105 o valor de St 
permanece aproximadamente 0,2. 
 
Em 2009 Blevins publicou dados experimentais de St x Re dos autores Norberg, 
Achenbach e Shih. Esses dados experimentais podem ser vistos na figura Figura 2.5 para 
cilindros rígidos lisos e rugosos, onde k representa a rugosidade. Aplicando ajuste de curva 
para esses dados, Blevins sugeriu a utilização das equações 2.7, 2.8 e 2.9 para cálculo do valor 
de St conforme três faixas de Reynolds. Essas três equações consideram um cilindro rígido 
estacionário de superfície rugosa, seguindo a curva tracejada inferior na faixa 1,5.105 < Re < 
3.106. 
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𝑆𝑆𝑛𝑛 = 0,22 �1 − 22
𝑅𝑅𝑅𝑅
� 45 ≤ 𝑅𝑅𝑅𝑅 < 1300 2.7 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 0,213 − 0,0248 �log10 𝑅𝑅𝑅𝑅1300�2+ 0,0095 �log10 𝑅𝑅𝑅𝑅1300�3 1300 ≤ 𝑅𝑅𝑅𝑅 < 5.105 2.8 
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 0,22 5.105 ≤ 𝑅𝑅𝑅𝑅 < 1.107 2.9 
  
No presente trabalho, quando houver a necessidade do cálculo do número de Strouhal 
para um determinado valor de Reynolds do escoamento serão utilizadas as equações 2.7 a 2.9. 
A justificativa para tal aproximação reside no fato de que as equações apresentam bons 
resultados para ensaios experimentais realizados em laboratório (Re < 1.105) pois considera 
os dados obtidos por Norberg (NORBERG, 1987) para cilindro rígido liso. Já para risers e 
pipelines que estão sujeitos geralmente a um escoamento com Reynolds superior a 1.105, o 
valor de St calculado através destas equações é referente a resultados experimentais para 
cilindros rugosos realizados por Achenbach (ACHENBACH e HEINECKE, 1981) e Shih 
(SHIH, WANG, et al., 1993). 
 
 
Figura 2.5 – Número de Strouhal de cilindros rígidos em função do número de Reynolds. Retirado de 
(BLEVINS, 2009) baseado em dados experimentais de (NORBERG, 1987), (ACHENBACH e 
HEINECKE, 1981) e (SHIH, WANG, et al., 1993). 
 
2.2.5. Coeficiente de Massa Adicional (Ca) 
Quando um corpo imerso em um fluido se movimenta, a força adicional necessária 
para acelerar o volume de fluido que o cerca pode ser interpretada como o produto de uma 
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massa adicional ao corpo (Ma) pela aceleração do mesmo. Em outras palavras, Ma representa 
a inércia adicionada ao corpo relativa à aceleração (ou desaceleração) do volume de fluido 
deslocado por este corpo quando se movimenta. 
O valor instantâneo da massa adicional depende de muitos fatores como, por exemplo, 
o número de Reynolds do escoamento, a separação do escoamento e a formação de vórtices; 
rugosidade da superfície do corpo; viscosidade do fluido; forma, tamanho, orientação e 
flexibilidade do corpo; proximidade de outros corpos; etc. Devido a essa complexidade, o 
valor da massa adicional é estimado de forma experimental e considera-se o valor da sua 
média dentro de um período de análise.   
O coeficiente de massa adicional (Ca) é definido como a massa adicional dividido pela 
massa de fluido deslocado pelo corpo. Para um cilindro, o coeficiente de massa adicional é 
definido conforme a equação 2.10: 
 
𝐶𝐶𝑎𝑎 = 𝑀𝑀𝑎𝑎
𝜌𝜌𝑓𝑓
𝜋𝜋𝑓𝑓24 𝐿𝐿 2.10 
 
Onde ρf é a densidade do fluido, D o diâmetro externo do cilindro e L o comprimento 
do cilindro.   
O coeficiente de massa adicional está sujeito a variações do seu valor instantâneo 
devido à variação instantânea da massa adicional.  Experimentos com cilindros rígidos 
investigaram a variação de Ca conforme a variação de velocidade reduzida, VR, que o cilindro 
está sujeito. Na análise dinâmica de risers, principalmente risers de baixa razão de massa, a 
relação entre Ca e VR é importante para a previsão adequada dos esforços devido ao 
desprendimento de vórtices que atuam no riser. Assim, o valor de Ca considerado na 
simulação numérica de um riser sujeito a esforços de VIV é um valor empírico médio. A 
variação de Ca conforme a variação de VR será discutida na seção 3.3. 
 
2.2.6. Razão de Massa (m*) 
A razão de massa (m*) é um parâmetro adimensional definido como a razão entre a 
massa estrutural do cilindro (incluindo a massa do fluido interno caso exista) e a massa de 
fluido deslocado pelo mesmo quando submerso. Sua formulação é vista na equação 2.11a. A 
razão de massa indica a flutuabilidade da estrutura e é usada para relacionar o grau de 
ocorrência da VIV com o grau de flutuabilidade do riser ou pipeline. 
40 
 
𝑚𝑚∗ = 𝑀𝑀𝜋𝜋4 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑓𝑓2𝐿𝐿 2.11a 
 
Onde M é a massa estrutural do cilindro, ρf é a densidade do fluido, D é o diâmetro 
externo do cilindro e L é seu comprimento submerso. 
Também é encontrada na literatura uma definição alternativa de m*. Autores como 
Blevins, por exemplo, preferem utilizar a formulação vista na equação 2.11b. Nessa 
formulação, a massa é considerada como a soma da massa estrutural e a massa hidrodinâmica 
adicional (Ma) e o fator π/4 é suprimido do denominador. 
 
𝑚𝑚2
∗ = 𝑀𝑀 + 𝑀𝑀𝑎𝑎
𝜌𝜌𝑓𝑓𝑓𝑓2𝐿𝐿
 2.11b 
 
Estruturas submarinas normalmente possuem baixa razão de massa. Risers e pipelines 
possuem razão de massa da ordem de 1,5-2,0 (ARONSEN, 2007) mas estruturas que possuem 
m* < 6 já são consideradas de baixa razão de massa (JAUVTIS e WILLIAMSON, 2004). 
 
2.2.7. Fator de Amortecimento (ζ)  
A razão de amortecimento (ζ) é um adimensional que representa a energia dissipada 
pela estrutura quando ela vibra. ζ é definido como a razão entre o coeficiente de 
amortecimento linear da estrutura e seu amortecimento critico unitário, ou seja, 0 <  𝜁𝜁 ≤ 1.  
 
𝜁𝜁 = 𝐶𝐶2(𝑀𝑀 + 𝑀𝑀𝑎𝑎)𝜔𝜔𝑛𝑛 2.12 
  
Onde C é o coeficiente de amortecimento linear medido experimentalmente, M é a 
massa estrutural, Ma é a massa adicional do fluido e ωn é a frequência natural (ωn = 2πfn). 
ζ pode ser definido em termos de energia como sugere a equação 2.13 (BLEVINS, 
1990). 
 
𝜁𝜁 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑅𝑅𝑓𝑓𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑓𝑓 𝑑𝑑𝑅𝑅 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑓𝑓𝑎𝑎çã𝑓𝑓4𝜋𝜋 ∗ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑅𝑅𝑓𝑓𝑒𝑒𝑖𝑖𝑎𝑎 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑎𝑎𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑎𝑎 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑛𝑛𝑓𝑓𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢𝑓𝑓𝑎𝑎  2.13 
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O fator de amortecimento deve ser determinado experimentalmente calculando-se o 
logaritmo natural entre a razão de dois picos consecutivos da oscilação gerada em um ensaio 
de decaimento onde a estrutura é submetida a uma excitação na forma de um impulso. Este 
procedimento é visto na Figura 2.6. Para experimentos com cilindros, normalmente realiza-se 
o ensaio de decaimento no ar e na água (águas calmas, sem presença de escoamento), 
obtendo-se assim o fator de amortecimento no ar e na água. Quando o valor de ζ é obtido no 
ar (ζar) ele representa o amortecimento estrutural já que o amortecimento devido ao ar pode 
ser considerado desprezível. 
Estruturas marítimas são tipicamente levemente amortecidas com amortecimento 
estrutural muito baixo (ζ < 0,05) (DAHL, 2008). 
 
 
  Figura 2.6 – Vibração livre de uma estrutura amortecida em um grau de liberdade, ensaio de 
decaimento. Cálculo do fator 2πζ experimentalmente. (BLEVINS, 1990). 
  
2.2.8. Amortecimento Reduzido (ζ*) 
O amortecimento reduzido (ζ*) é um parâmetro adimensional muito citado na 
literatura de VIV pois ele é usado para colapsar as amplitudes máximas de oscilação de 
diversos arranjos experimentais em uma curva suave. Ele é definido como o produto da razão 
de massa e do fator de amortecimento conforme mostram as equações 2.14a e 2.14b. 
Normalmente, o fator de amortecimento, ζ, da equação 2.14b é aquele obtido em águas 
calmas (Ca = 1,0). 
 O amortecimento reduzido afeta diretamente a amplitude de resposta de um cilindro 
sujeito ao fenômeno de VIV. Considerando VR constante, com uma diminuição no 
amortecimento reduzido, o cilindro irá oscilar com amplitudes de pico cada vez maiores 
(GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006). A influência do amortecimento reduzido na 
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amplitude máxima de oscilação de um cilindro rígido suportado por molas será discutida nas 
seções 3.4 e 3.5. 
 
𝜁𝜁∗ = 𝑚𝑚∗𝜁𝜁𝑎𝑎𝑎𝑎 Sem influência da massa adicional 2.14a 
𝜁𝜁∗ = (𝑚𝑚∗ + 𝐶𝐶𝑎𝑎)𝜁𝜁 Considerando a massa adicional 2.14b 
  
O valor de Ca na formulação do amortecimento reduzido é o de águas calmas (Ca = 
1,0). 
 
2.2.9. Coeficiente de Arrasto (CD) 
O coeficiente de arrasto (CD) é um parâmetro adimensional determinado 
experimentalmente através da medição da força de arrasto (FD) a que o corpo está submetido. 
A força de arrasto é definida pela componente da força hidrodinâmica que age sobre o corpo 
na direção do escoamento (in-line) e é dada pela integração da pressão ao longo das seções 
transversais do corpo. Quando presente, o fenômeno de VIV impõe uma força oscilatória na 
direção in-line (além da força imposta na direção transversal ao escoamento) e, portanto, FD 
será formada por uma componente estática e outra dinâmica (oscilatória no tempo). A 
componente oscilatória é intrínseca ao fenômeno de VIV, supondo que este seja o único 
fenômeno que imponha uma oscilação à estrutura. Já a componente estática será dada pela 
média de FD no tempo e será chamada de 𝐹𝐹𝐷𝐷��� . Como o coeficiente de arrasto é dado 
geralmente por seu valor médio, ele será chamado neste texto de CD. Para um cilindro, CD 
será dado pela equação 2.15 
 
𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝐹𝐹𝐷𝐷���12𝜌𝜌𝑓𝑓𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐿𝐿 2.15 
  
Onde FD���� é a força de arrasto média, ρf é a densidade do fluido, UN é a velocidade da 
correnteza normal ao eixo do cilindro, D é o diâmetro externo e L o comprimento do cilindro. 
A força de arrasto média será dada pela equação 2.16. 
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𝐹𝐹𝐷𝐷��� = 1𝑖𝑖𝑛𝑛� 𝐹𝐹𝐷𝐷(𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
 2.16 
 
Onde T é um período de oscilação de FD e n o número de ciclos de oscilação. 
 
2.2.10. Coeficiente de Sustentação (CL)  
O coeficiente de sustentação (CL) é um parâmetro adimensional determinado 
experimentalmente através da medição da força de sustentação (FL) a que o corpo está 
submetido. A força de sustentação é definida pela componente da força hidrodinâmica que 
age sobre o corpo na direção transversal ao escoamento (cross-flow) e é dada pela integração 
da pressão ao longo das seções transversais do corpo. FL é oscilatória no tempo e será 
aproximada por um carregamento senoidal com uma média temporal nula, diferentemente da 
força de arrasto, FD, que possui média não nula e geralmente tem uma amplitude de oscilação 
menor que FL. 
Para um cilindro o coeficiente de sustentação tem a formulação vista na equação 2.17. 
 
𝐶𝐶𝐿𝐿 = 𝐹𝐹𝐿𝐿12𝜌𝜌𝑓𝑓𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐿𝐿 2.17 
 
Onde FL é a força de sustentação, ρf é a densidade do fluido, UN é a velocidade da 
correnteza normal ao eixo do cilindro, D é o diâmetro externo e L o comprimento do cilindro. 
Como CL é um coeficiente hidrodinâmico oscilatório no tempo, é comum o cálculo de 
seu valor eficaz (RMS – root mean square) CLrms dado pela equação 2.18. 
 
𝐶𝐶𝐿𝐿𝑎𝑎𝐿𝐿𝑠𝑠 = lim𝑛𝑛→ ∞�1𝑛𝑛 ∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝑛𝑛)2𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛012𝜌𝜌𝑓𝑓𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐿𝐿  2.18 
 
Onde T é o período de oscilação de FL. 
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3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA E ASPECTOS PRÁTICOS 
Quando uma estrutura cilíndrica está sujeita a uma correnteza, a formação de vórtices 
irá induzir uma força oscilatória no plano que contem a seção transversal do cilindro. A força 
atuará na direção dada pelo vetor velocidade da correnteza normal ao eixo do cilindro (UN), 
chamada de direção in-line (IL), e na direção ortogonal à direção in-line, chamada de direção 
cross-flow (CF). O esquema da Figura 3.1 ilustra as componentes da força imposta pelo 
desprendimento de vórtices à seção transversal de um cilindro sujeito a ação de correnteza. FL 
(lift force) é a componente da força que age na direção CF enquanto que FD (drag force) é a 
componente que age na direção IL. A linha tracejada representa a trajetória típica do centro do 
cilindro (em formato de “oito”) quando nele são impostas as componentes oscilatórias FL e FD 
causadas pelo fenômeno de desprendimento de vórtices. Essa trajetória representa, portanto, a 
vibração induzida por vórtices. 
 
 
Figura 3.1 – Esquema das componentes da força imposta pelo desprendimento de vórtices em uma 
seção transversal de um riser exposto a ação de correnteza. 
 
Muitos dos parâmetros empíricos utilizados nas formulações de VIV, como os 
coeficientes hidrodinâmicos das forças, foram obtidos de experimentos realizados em 
laboratório e sujeitos a uma série de limitações práticas. Experimentos realizados com cilindro 
rígido estacionário (que não vibram) desconsideram a interação não-linear entre o fluido e a 
estrutura que, dentre outras consequências, pode modificar a condição do escoamento ao 
redor do cilindro, modificando as forças hidrodinâmicas impostas. Por não considerar a 
interação fluido-estrutura, experimentos com cilindros estacionários não representam 
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adequadamente as condições de VIV em tubulações submarinas offshore.  Porém muitos 
parâmetros foram retirados com essa configuração de experimento e auxiliaram no 
entendimento do fenômeno de VIV além de servirem como ponto de partida para a realização 
e interpretação de experimentos mais complexos.  
Experimentos com cilindro rígido suportado por molas e forçado a oscilar levam em 
consideração a interação fluido-estrutura e são amplamente utilizados em ensaios 
experimentais até os dias atuais. Apesar das limitações encontradas no que diz respeito ao 
aparato experimental e ao entendimento das não-linearidades do fenômeno, observações 
retiradas desses experimentos resultam em boas aproximações nas formulações de VIV e são 
utilizadas em modelos computacionais de simulação numérica. Já o uso de cilindros flexíveis 
e experimentos em escalas mais próximas da realidade foram pouco realizados até então e 
aqueles que foram realizados são, em grande parte, patrocinados por empresas de óleo e gás 
que requerem sigilo dos seus resultados. 
3.1. Critério de Sincronização ou Lock-in 
Quando a frequência de desprendimento de vórtices (fs) se aproxima da frequência 
natural da estrutura em águas calmas (fn), a estrutura passa a vibrar com maiores amplitudes 
caracterizando o fenômeno de ressonância. O aumento da amplitude de oscilação favorece o 
aumento do comprimento de correlação dos vórtices. O comprimento de correlação é definido 
como a região ao longo da estrutura em que as forças devido ao desprendimento de vórtices 
possuem a mesma fase. Com o aumento do comprimento de correlação, regiões de maior 
comprimento ao longo da estrutura estarão sujeitas a forças de mesma fase levando ao 
aumento da força resultante. Se a força resultante sobre a estrutura aumenta há também um 
aumento da amplitude de oscilação.  
Ao mesmo tempo em que há um aumento na amplitude de oscilação, a estrutura vibra 
e sincroniza a esteira de vórtices fazendo com que a frequência de desprendimento de vórtices 
se altere e se torne a mesma da estrutura (f). Esse fenômeno de sincronização entre a 
frequência de desprendimento de vórtices e a frequência da vibração da estrutura é chamado 
de lock-in. 
No lock-in podemos considerar que fs = f, ou seja, a oscilação da estrutura controla o 
despendimento de vórtices. Ademais, a frequência em que a estrutura vibra, f, não é 
exatamente a sua frequência natural em águas calmas, fn, pois o fenômeno de desprendimento 
de vórtices altera a massa adicional da estrutura modificando suas frequências naturais. Dessa 
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forma, a estrutura passa a vibrar na sua frequência natural modificada pela variação da massa 
adicional (fnm). A variação da massa adicional é influenciada pela razão de massa (m*) da 
estrutura de forma que estruturas com menor razão de massa sofrem uma maior mudança nas 
suas frequências naturais quando em lock-in. 
A amplitude de oscilação no lock-in não irá crescer indefinidamente mesmo que 
nenhum amortecimento exista. Para um dado patamar de amplitude o comprimento de 
correlação dos vórtices ao longo da estrutura volta a diminuir, diminuindo a amplitude de 
oscilação. Para cilindros oscilando somente na direção cross-flow no regime subcrítico de 
escoamento (300 < Re < 2.105), o limite de amplitude atingida é de tipicamente 1D quando Re 
< 15000 e 1,2D para Re > 15000 (JAUVTIS e WILLIAMSON, 2004). Como a frequência de 
oscilação do cilindro é controlada por sua frequência natural (modificada pela variação da 
massa adicional) e as amplitudes atingem um valor máximo, a VIV é considerada um 
fenômeno de ressonância autolimitado em amplitude. 
Outras caraterísticas importantes do fenômeno de lock-in são: 
- A frequência de desprendimento de vórtices no lock-in pode se alterar para um valor 
distante daquele observado para cilindro estacionário (fst).  
- Em águas profundas o aumento do comprimento do riser resultará em uma 
diminuição de suas frequências naturais que por sua vez acarretará na diminuição da 
magnitude da correnteza necessária para que ocorra o lock-in. 
A condição de lock-in está fortemente associada a uma determinada faixa de 
velocidade reduzida (VR) (SWITHENBANK e VANDIVER, 2007). A faixa de VR para que 
ocorra o lock-in pode variar conforme a razão de massa do cilindro (BLEVINS e 
COUGHRAN, 2009). Conforme visto na seção 2.2.3, VR é função da velocidade da 
correnteza incidente sobre a estrutura e da frequência de oscilação do cilindro (VR = U/fD). 
Quando em lock-in, a frequência de oscilação, f, é igual a frequência natural da estrutura 
modificada pela variação da massa adicional, fnm, e, portanto, VR pode ser dado em função de 
fnm (VR = U/fnmD). Nesta seção, a partir deste ponto do texto, subentende-se que quando for 
mencionado frequência natural trata-se de fnm. 
O perfil de velocidade de correnteza incidente sobre a estrutura pode ser uniforme ou 
não-uniforme, conforme demonstra o esquema da Figura 3.2. Para estruturas esbeltas, mais de 
um modo de vibrar poderá ser excitado pela VIV, principalmente se o cilindro é muito longo e 
flexível, pois suas frequências naturais são mais próximas umas das outras. Caso 
determinadas frequências naturais resultem em valores de VR dentro da faixa de lock-in, o 
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modo de vibrar de maior energia irá predominar, conforme observado experimentalmente por 
Vandiver (VANDIVER, ALLEN e LI, 1996).  
Para o caso de correnteza uniforme, a resposta esperada é unimodal e sua forma 
corresponde à uma “standing wave”. A vibração na forma de uma “standing wave” irá possuir 
nós e antinós localizados em uma mesma posição ao longo do comprimento axial do cilindro, 
ou seja, a onda de deslocamento é estacionária no tempo ao longo do eixo do cilindro.  
Para o caso de correnteza não-uniforme, o valor de VR ao longo do cilindro não será 
constante para uma dada frequência natural e a ocorrência do lock-in deve ser considerada 
localmente. Cada seção transversal do cilindro estará sujeita a um valor de correnteza que 
poderá excitar um determinado modo de vibrar cuja frequência natural é uma das n 
frequências naturais da estrutura. Em uma determinada posição do cilindro, a combinação 
entre a velocidade da correnteza e as frequências naturais poderá resultar em um valor de VR 
dentro da faixa prevista para ocorrer o lock-in. Assim, uma zona de baixo valor de correnteza 
excitará um modo de frequência natural mais baixa e uma zona com maior valor de correnteza 
excitará um modo de frequência natural mais alta, resultando ambas em um valor de VR 
dentro da faixa de lock-in.  
O esquema da Figura 3.2a) mostra um cilindro vertical sujeito a ação de uma 
correnteza uniforme. Nesse caso, para uma dada frequência natural fnm, os valores de VR são 
os mesmos para todo o comprimento do cilindro e somente um modo de vibrar é excitado pela 
VIV, resultando em uma única região de lock-in. Já na Figura 3.2b) o cilindro está sujeito a 
ação de uma correnteza não-uniforme linear que irá resultar em valores de VR diferentes ao 
longo do comprimento do cilindro para uma mesma frequência natural. Nesse exemplo, a 
combinação de valores de velocidade de correnteza e de frequências naturais resulta na 
separação de três regiões do cilindro dentro da faixa de lock-in. Essas três regiões são 
excitadas em modos de vibrar diferentes que responderão em frequências distintas. 
Também poderão existir zonas ao longo do cilindro que não serão susceptíveis ao 
lock-in pois a correnteza não será capaz de sincronizar o movimento do cilindro com a esteira 
de vórtices e, consequentemente, o valor de VR para essas zonas não estará dentro da faixa de 
excitação. As zonas ao longo do cilindro onde ocorre lock-in estão geralmente localizadas em 
regiões onde o escoamento fornece energia para excitar a vibração da estrutura. Já as zonas 
que não ocorrem lock-in estão localizadas geralmente em regiões de amortecimento 
hidrodinâmico (BOURGUET, KARNIADAKIS e TRIANTAFYLLOU, 2011). 
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Figura 3.2 – Esquema das zonas de excitação no lock-in. A) Correnteza uniforme: geralmente possui 
uma zona de excitação associada à um modo de vibrar. B) Correnteza não-uniforme: a estrutura pode 
possuir várias zonas de excitação onde predominam modos de vibrar diferentes. 
 
No caso de correnteza não-uniforme linear, experimentos demonstram que a 
ocorrência de uma única zona de lock-in ao longo de todo o cilindro (análogo a Figura 3.2A) é 
possível para valores de Umax – Umin ≤ 0,2Umed, onde Umax é o valor máximo da correnteza ao 
longo do eixo do cilindro, Umin é o valor mínimo da correnteza e Umed é o valor médio da 
correnteza (VANDIVER, ALLEN e LI, 1996). A resposta ao longo do cilindro será, portanto, 
na forma de uma “standing wave” como no caso de correnteza uniforme discutido 
anteriormente. Para valores de Umax – Umin ≥ 1,5Umed a resposta também poderá ser unimodal 
na forma de uma “standing wave”, porém o lock-in nessa condição pode tornar-se instável 
devido a variações temporais do escoamento, flutuações na tração aplicada e ocorrência de 
turbulência, gerando mudança de um modo de vibrar dominante para outro. No entanto, para 
casos intermediários de Umax – Umin, a resposta resultará na maioria das vezes em uma 
oscilação irregular, não estacionária e com presença de “traveling waves”. Uma “traveling 
wave” é uma onda de flexão que viaja ao longo do comprimento do cilindro, ou seja, a 
vibração ao longo do eixo da estrutura terá picos que mudam de posição no decorrer do 
tempo. Como a estrutura vibra de forma irregular devido a interação dos modos de cada zona 
excitada, a resposta irá revelar um espectro com diversas frequências. 
Geralmente o valor RMS da resposta em que um só modo é predominante é maior que 
aquela de múltiplos modos e, portanto, respostas na forma de “traveling waves” possuem um 
valor menor de amplitude de oscilação RMS que respostas na forma de “standing waves”.   
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3.2. Força Hidrodinâmica Imposta pelo Desprendimento de Vórtices  
A alternância do desprendimento de vórtices das paredes de uma estrutura cilíndrica 
sujeita a ação de um escoamento estacionário gera um carregamento hidrodinâmico 
oscilatório. Consequentemente o comportamento da resposta do cilindro ao longo do tempo 
também será oscilatória. Ocorrerão oscilações tanto na direção da correnteza (in-line – IL) 
como na direção transversal a correnteza e ao eixo do cilindro (cross-flow – CF). Em geral na 
direção CF as amplitudes atingidas são maiores que as observadas para a direção IL, já a 
frequência principal observada na direção IL é maior que a da direção CF (geralmente o 
dobro).  
Considerando um cilindro rígido sujeito a VIV, a força hidrodinâmica devido ao 
desprendimento de vórtices resulta em três tipos de resposta conforme a faixa de velocidade 
reduzida (ZHENG, DAHL, et al., 2014): 
a. VR < 4: faixa em que a resposta in-line é dominante. 
b. 4 ≤ VR ≤ 8: faixa em que a resposta é resultado do acoplamento entre a resposta   
in-line e a resposta cross-flow. 
c. VR > 8: faixa em que a resposta cross-flow é dominante. 
 
Apesar das componentes IL e CF da força hidrodinâmica de VIV serem acopladas, no 
presente trabalho o problema será simplificado e será considerado somente a ação da força na 
direção CF. Muitos estudos experimentais foram realizados considerando somente a força na 
direção CF pois as amplitudes das oscilações CF são maiores que as amplitudes na direção IL 
dentro da faixa de lock-in. Além disso, em regiões da estrutura onde ocorre o lock-in a 
oscilação será considerada puramente senoidal, conforme revela estudos experimentais.  
A Figura 3.3 apresenta o esquema de um cilindro rígido sujeito a ação de correnteza 
livre para vibrar somente na direção CF. A mola (K) e o amortecedor (C) controlam a rigidez 
e o amortecimento estrutural, respectivamente. A equação 3.1 descreve o equilíbrio dinâmico 
desse sistema massa-mola-amortecedor e representa, portanto, o equacionamento da resposta 
dinâmica para o problema de VIV na direção CF. 
 
𝑀𝑀?̈?𝑦 + 𝐶𝐶?̇?𝑦 + 𝐾𝐾𝑦𝑦 =  𝐹𝐹𝐿𝐿 3.1 
 
Onde M é a massa do cilindro, C é o coeficiente de amortecimento estrutural e K é a 
rigidez do sistema. y, ?̇?𝑦 e ?̈?𝑦 são o deslocamento, a velocidade e a aceleração na direção CF, 
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respectivamente. FL é a força de “lift” ou força de sustentação imposta ao cilindro na direção 
CF devido ao fenômeno de VIV (dada em Newtons).  
Como as oscilações na direção IL não são consideradas, a força FD representada na 
Figura 3.3 é a força estática de arrasto imposta ao cilindro devido a correnteza e pode ser 
expressa conforme a equação 2.15.  
 
 
 
Figura 3.3 – Cilindro rígido suportado por molas livre para vibrar somente na direção cross-flow 
sujeito a VIV. 
 
No lock-in a resposta do cilindro é próxima a uma oscilação harmônica de frequência 
f, podendo ser escrita conforme a equação 3.2 (WILLIAMSON e GOVARDHAN, 2008).  
 
𝑦𝑦(𝑛𝑛) = 𝑦𝑦0sin (𝜔𝜔𝑛𝑛) 3.2 
 
Onde y0 é a amplitude da oscilação, ω é a frequência angular (ω = 2πf rad/s) e t é o 
tempo. 
A Figura 3.4 ilustra a trajetória de uma seção transversal de um cilindro sujeito ao 
fenômeno de VIV ao longo do tempo para a situação de lock-in. O deslocamento do cilindro 
ao longo do tempo é descrito por uma senóide de frequência f e amplitude y0. 
A força de sustentação é função da frequência de desprendimento de vórtices, fs, e, no 
regime de lock-in, FL terá frequência igual a frequência de vibração do cilindro (fs = f). 
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Portanto, FL será uma força de excitação periódica que, em regime permanente, pode ser 
expressa pela equação 3.3.  
 
𝐹𝐹𝐿𝐿 = 𝐹𝐹𝐿𝐿0 sin(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝜑𝜑) 3.3 
 
Onde FL0 é a amplitude da força e ϕ é o ângulo (em rad) entre a força e o 
deslocamento y(t). No lock-in, ωs = 2πfs = 2πf. O ângulo de fase ϕ entre a força 
hidrodinâmica de sustentação e o deslocamento do cilindro é crucial na determinação da 
transferência de energia do fluido para o cilindro (e vice-versa), influenciando na amplitude 
máxima de oscilação do mesmo (BEARMAN, 1984).  
 
 
 
Figura 3.4 - Trajetória ao longo do tempo da seção transversal de um cilindro livre para vibrar 
somente na direção cross-flow sujeito ao fenômeno de VIV. A oscilação pode ser considerada 
senoidal para a situação de lock-in. 
 
A força de sustentação FL pode ser escrita em função do coeficiente de sustentação 
(CL) de acordo com a equação 3.4. A equação 2.17 considera o valor instantâneo de FL 
enquanto que na equação 3.4 FL é considerada em função do tempo.  
 
𝐹𝐹𝐿𝐿 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐿𝐿𝐶𝐶𝐿𝐿 sin(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝜑𝜑) 3.4 
 
Onde ρw é a densidade da água, D é o diâmetro externo do cilindro, L é o comprimento 
do cilindro, CL é o coeficiente de sustentação e UN é a velocidade da correnteza normal ao 
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eixo do cilindro. Conforme demonstra o princípio da independência, amplamente discutido 
em Tsukada (TSUKADA, 2013), apenas a componente normal da velocidade da correnteza 
em relação ao eixo do cilindro é significativa para a VIV, portanto, a equação de FL adota UN 
no lugar de U. 
O valor de CL é função de parâmetros como a velocidade reduzida, a amplitude de 
oscilação, o número de Reynolds e a rugosidade da parede do cilindro, conforme expressa a 
equação 3.5. 
 
𝐶𝐶𝐿𝐿 = 𝑓𝑓(𝑉𝑉𝑅𝑅 ,𝐴𝐴/𝑓𝑓,𝑅𝑅𝑅𝑅, 𝑘𝑘/𝑓𝑓) 3.5 
 
 Onde A/D é a amplitude adimensional e k/D é o coeficiente de rugosidade relativa do 
cilindro.  
No presente trabalho, CL será considerado somente em função de VR e A/D 
desconsiderando-se, portanto, os efeitos de Re e k/D. O cálculo de CL é feito utilizando-se 
uma abordagem semi-empírica baseada em resultados de experimentos com cilindros rígidos 
oscilando transversalmente ao escoamento. 
 
Substituindo a equação 3.4 na equação 3.1 e dividindo ambas pelo comprimento do 
cilindro obtemos a equação 3.6 que representa a equação de equilíbrio dinâmico de um 
cilindro livre para vibrar somente na direção CF.  
 
𝑚𝑚?̈?𝑦 + 𝑖𝑖?̇?𝑦 + 𝑘𝑘𝑦𝑦 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿sin (𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝜑𝜑) 3.6 
 
Onde m é a massa do cilindro por unidade de comprimento, c é o coeficiente de 
amortecimento estrutural por unidade de comprimento e k é a rigidez por unidade de 
comprimento. 
 
Expandindo sin(ωst + ϕ) na equação 3.6, podemos reescreve-la na equação 3.7.  
 
𝑚𝑚?̈?𝑦 + 𝑖𝑖?̇?𝑦 + 𝑘𝑘𝑦𝑦 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿[𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜑𝜑) +  𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛)𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜑𝜑) ] 3.7 
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Considerando-se as equações 3.8 e 3.9, a equação 3.7 pode ser reescrita conforme o 
modelo de dois parâmetros para CL de Hartlen and Currie (HARTLEN e CURRIE, 1970) e 
Sarpkaya (SARPKAYA, 1979) conforme expressa a equação 3.10.  
 
𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚 = 𝐶𝐶𝐿𝐿cos (𝜑𝜑) 3.8 
 
𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚 = 𝐶𝐶𝐿𝐿sin (𝜑𝜑) 3.9 
 
𝑚𝑚?̈?𝑦 + 𝑖𝑖?̇?𝑦 + 𝑘𝑘𝑦𝑦 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓[𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛) + 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛)]  3.10 
 
Através da equação 3.2, infere-se que a velocidade do cilindro na direção CF será 
dada por ?̇?𝑦(𝑛𝑛) = 𝑦𝑦0ωcos (𝜔𝜔𝑛𝑛) e que a aceleração será dada por ?̈?𝑦(𝑛𝑛) = −𝑦𝑦0ω2sin (𝜔𝜔𝑛𝑛). 
Observando-se a equação 3.10, nota-se que, no regime de lock-in (ωs = ω), Cmv é a 
componente de CL em fase com a aceleração ?̈?𝑦 do cilindro e Cdv é a componente de CL em 
fase com a velocidade ?̇?𝑦. Assim, Cmv é o coeficiente de inércia enquanto que Cdv é o 
coeficiente de excitação da oscilação CF. 
Utilizando as equações 3.8 e 3.9, CL e ϕ podem ser escritos em função de Cmv e 
Cdv como visto nas equações 3.11 e 3.12, respectivamente. 
 
𝐶𝐶𝐿𝐿
2 = 𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚2 + 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚2  3.11 
𝜑𝜑 = 𝑛𝑛𝑒𝑒−1 �𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚
𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚
� 3.12 
 
Substituindo-se a equação 3.2 na equação 3.10 e rearranjando os termos, podemos 
separar a equação resultante em duas equações, dadas por 3.13 e 3.14. 
 (𝑘𝑘 − 𝑚𝑚𝜔𝜔2)𝑦𝑦0 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚  3.13 
 
𝑖𝑖𝜔𝜔𝑦𝑦0 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚  3.14 
 
A equação 3.13 descreve o equilíbrio dinâmico entre os termos de inércia e rigidez 
do sistema e a componente da força de sustentação em fase com a aceleração do cilindro. 
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Já a equação 3.14 descreve o equilíbrio dinâmico entre o amortecimento do sistema e a 
componente da força de sustentação em fase com a velocidade do cilindro. A partir dessas 
duas equações pode-se afirmar que Cdv controla a entrada e a saída de energia do sistema 
pois está balanceando o amortecimento do mesmo. Já Cmv irá controlar a variação da 
massa adicional, e consequentemente as frequências naturais, do sistema pois está 
balanceando os termos de inércia e rigidez. No Apêndice A deste texto verifica-se que a 
parcela da força de sustentação em fase com a aceleração (termo de Cmv) não contribui 
para a energia média em um ciclo de oscilação, ou seja, somente a parcela em fase com a 
velocidade (termo de Cdv) é responsável por fornecer ou retirar energia do sistema. 
 
3.3. Efeito da VIV na Variação da Massa Adicional 
A vibração originada pelo fenômeno de desprendimento de vórtices gera uma 
interação fluido-estrutura capaz de modificar a massa adicional ao longo do cilindro. Com a 
variação da massa adicional, as frequências naturais do cilindro também são modificadas, 
diferenciando-se de seus valores para águas calmas (fn). Conforme discutido na seção 3.1, no 
lock-in a frequência de desprendimento de vórtices (fs) é igual a frequência de vibração do 
cilindro (f) e esta por sua vez será igual a sua frequência natural modificada pela variação da 
massa adicional (fnm). Neste ponto torna-se claro que a compreensão da interação fluido-
estrutura é fundamental para a previsão da VIV, porém seu entendimento é complexo devido 
à grande não-linearidade envolvida. Estudos experimentais buscaram compreender o 
comportamento da variação da massa adicional em função de parâmetros controláveis 
experimentalmente como, por exemplo, a velocidade reduzida (VR). 
Um importante trabalho experimental que investigou a influência da velocidade 
reduzida na variação da massa adicional foi realizado por Vikestad (VIKESTAD, 1998). Em 
seu experimento, Vikestad utilizou um cilindro rígido de baixa razão de massa (m* = 1,3) 
suportado por molas e livre para vibrar somente na direção transversal à correnteza. A 
variação da intensidade da correnteza correspondeu a uma faixa de Reynolds dentro do 
regime subcrítico (no caso 14.000 < Re < 65.000) e uma faixa de velocidade reduzida de 2,6 a 
13,2. A velocidade reduzida adotada foi a nominal (VRn), ou seja, aquela calculada 
considerando-se as frequências naturais do cilindro para águas calmas (Ca = 1,04). Vikestad 
também deu início ao estudo da influência de uma excitação externa agindo conjuntamente 
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com o fenômeno de desprendimento de vórtices na variação da massa adicional. A abordagem 
adotada por Vikestad e seus resultados experimentais são discutido a seguir. 
Considerando-se um cilindro rígido restrito a vibrar somente na direção transversal à 
correnteza, como visto na Figura 3.3 da seção 3.2, pode-se escrever a equação de equilíbrio 
dinâmico para a direção cross-flow como: 
 
𝑀𝑀?̈?𝑦 + 𝐶𝐶?̇?𝑦 + 𝐾𝐾𝑦𝑦 =  𝐹𝐹𝐿𝐿 3.15 
   
Onde M é o valor da massa seca do cilindro, C é o coeficiente de amortecimento 
estrutural, K é o valor da rigidez total do sistema e FL é a força de sustentação imposta pelo 
fenômeno de desprendimento de vórtices (em Newtons).  
No lock-in a resposta do cilindro é considerada periódica com uma frequência angular 
principal (ω) e amplitude y0 conforme dado pela equação 3.16. 
 
𝑦𝑦(𝑛𝑛) = 𝑦𝑦0sin (𝜔𝜔𝑛𝑛) 3.16 
 
A velocidade e a aceleração na direção transversal serão dadas pelas equações 3.17 e 
3.18, respectivamente. 
 
?̇?𝑦(𝑛𝑛) = 𝑦𝑦0ωcos (𝜔𝜔𝑛𝑛) 3.17 
?̈?𝑦(𝑛𝑛) = −𝑦𝑦0ω2sin (𝜔𝜔𝑛𝑛) 3.18 
 
Da mesma forma, no lock-in, a força de sustentação, FL, é assumida periódica com 
uma frequência angular principal (ω) e é escrita como a soma de uma componente em fase 
com a velocidade e outra em fase com a aceleração do cilindro, conforme a equação 3.19 (ver 
seção 3.2). 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿 = 𝐹𝐹𝐿𝐿0 sin(𝜔𝜔𝑛𝑛 + 𝜑𝜑) = 𝐹𝐹𝐿𝐿0 cos(𝜑𝜑) sin(𝜔𝜔𝑛𝑛) + 𝐹𝐹𝐿𝐿0 sin(𝜑𝜑) cos(𝜔𝜔𝑛𝑛) 3.19 
 
Onde FL0 é a amplitude da força e ϕ é o ângulo (em rad) entre a força e o 
deslocamento y(t). 
Utilizando-se as equações 3.17, 3.18 e 3.19, pode-se reescrever a equação 3.15 como: 
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�𝑀𝑀 + 𝐹𝐹𝐿𝐿0cos (𝜑𝜑)
𝜔𝜔2𝑦𝑦0
� ?̈?𝑦 + �𝐶𝐶 − 𝐹𝐹𝐿𝐿0sin (𝜑𝜑)
𝜔𝜔𝑦𝑦0
� ?̇?𝑦 + 𝐾𝐾𝑦𝑦 = 0 3.20 
 
Isolando-se os termos FL0sin(ϕ) e FL0cos(ϕ) das equações 3.21 e 3.22 e substituindo-
os na equação 3.20 obtém-se finalmente a equação de equilíbrio dinâmico 3.23. Onde T é o 
período da oscilação (T = 2π/ω). 
 
lim
𝑛𝑛→∞
∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛
𝑎𝑎+𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑛𝑛
= 12𝜔𝜔𝑦𝑦0𝐹𝐹𝐿𝐿0 sin(𝜑𝜑) 3.21 
lim
𝑛𝑛→∞
∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿?̈?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛
𝑎𝑎+𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑛𝑛
= − 12𝜔𝜔2𝑦𝑦0𝐹𝐹𝐿𝐿0 cos(𝜑𝜑) 3.22 
 
 
�𝑀𝑀 − lim
𝑛𝑛→∞
2
𝑛𝑛(𝜔𝜔2𝑦𝑦0)2 � 𝐹𝐹𝐿𝐿?̈?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑎𝑎+𝑛𝑛𝑎𝑎 � ?̈?𝑦 + �𝐶𝐶 − 2𝑛𝑛(𝜔𝜔𝑦𝑦0)2 lim𝑛𝑛→∞� 𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑎𝑎+𝑛𝑛𝑎𝑎 � ?̇?𝑦 + 𝐾𝐾𝑦𝑦 = 0 3.23 
 
Através da equação 3.23 é possível identificar os termos de massa adicional (Ma) e 
amortecimento hidrodinâmico (Ch): 
 
𝑀𝑀𝑎𝑎 = − lim𝑛𝑛→∞ 2𝑛𝑛(𝜔𝜔2𝑦𝑦0)2 � 𝐹𝐹𝐿𝐿?̈?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑎𝑎+𝑛𝑛𝑎𝑎  3.24 
𝐶𝐶ℎ = − 2𝑛𝑛(𝜔𝜔𝑦𝑦0)2 lim𝑛𝑛→∞� 𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑎𝑎+𝑛𝑛𝑎𝑎  3.25 
 
O coeficiente de massa adicional (Ca) de um cilindro de diâmetro D e comprimento L 
é definido pela equação 2.10, reescrita novamente na equação 3.26: 
 
𝐶𝐶𝑎𝑎 = 𝑀𝑀𝑎𝑎𝜋𝜋𝜌𝜌𝑓𝑓𝑓𝑓2𝐿𝐿/4 3.26 
 
Através da formulação de Ma dada pela equação 3.24 e da definição de Ca dada pela 
equação 3.26 é possível obter o valor de Ca através de medições experimentais da força de 
sustentação e da aceleração. Uma média para o coeficiente de massa adicional pode ser obtida 
através da equação 3.27 integrando-se para um número finito de períodos de oscilação (n): 
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𝐶𝐶𝑎𝑎 = − 8𝑖𝑖𝑛𝑛𝜌𝜌𝑓𝑓𝜋𝜋𝑓𝑓2𝐿𝐿(𝜔𝜔2𝑦𝑦0)2 � 𝐹𝐹𝐿𝐿?̈?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑎𝑎+𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎  3.27 
 
A equação 3.27 também pode ser integrada para um único período de oscilação a fim 
de se verificar o comportamento de Ca em cada ciclo de oscilação. 
 
A abordagem utilizada no experimento realizado por Vikestad faz uso da formulação 
do coeficiente de massa adicional, Ca, da equação 3.27. De posse do valor médio de Ca dado 
pela equação 3.27, Vikestad obteve a relação entre Ca e VRn, sendo VRn = U/fnD (equação 
2.4). fn é a frequência natural considerando o valor de Ca para o cilindro em águas calmas (Ca 
= 1,04 nesse caso).   
O resultado da variação de Ca em função de VRn obtido por Vikestad é visto na Figura 
3.5. Nesta mesma figura nota-se também resultados de Gopalkrishnan (GOPALKRISHNAN, 
1993) para ensaios com cilindro rígido forçado a oscilar na direção transversal. No ensaio de 
Gopalkrishnan o número de Reynolds foi de aproximadamente 10.000 enquanto que no 
ensaio de Vikestad o número de Reynolds variou entre 14.000 e 65.000. 
 
 
Figura 3.5 – Coeficiente de massa adicional (Ca) em função da velocidade reduzida nominal (VRn). 
Comparação dos resultados obtidos por: ---◊---, Gopalkrishnan (1993), Ca ; ---+---,  Gopalkrishnan 
(1993), Cmv ; ---□---, Vikestad et al. (1998) ; ---x---, Vikestad et al. (2000). Retirado de Vikestad 
(VIKESTAD, VANDIVER e LARSEN, 2000). 
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Os resultados obtidos pelos experimentos de Vikestad com cilindro sobre molas livre 
para oscilar e por Gopalkrishnan com cilindro forçado a oscilar são próximos apesar das 
discrepâncias observadas para valores baixos de velocidade reduzida. Essas discrepâncias 
podem estar relacionadas à imprecisão nas medições feitas para baixas velocidades de 
correnteza, diferentes amplitudes de oscilação e diferentes números de Reynolds 
(VIKESTAD, VANDIVER e LARSEN, 2000). 
Analisando-se os dados da Figura 3.5 verifica-se que o coeficiente de massa adicional 
vale 1,0 para VRn próximo de 5,5 e vale 0,0 para VRn próximo de 8,0. Como ocorre redução do 
valor de Ca para VRn maior que 5,5, pode-se concluir que as frequências naturais do cilindro 
tendem a ser maiores que o previsto caso fosse considerado o valor de Ca da teoria potencial 
para águas calmas (Ca = 1,0). De forma análoga as frequências naturais do cilindro serão 
menores quando valores de VRn forem menores que 5,5 já que ocorre um aumento nos valores 
de Ca. 
 
Na Figura 3.6 as linhas tracejadas inclinadas mostram a relação entre a frequência de 
oscilação do cilindro (f) e sua frequência natural em águas calmas (fn = 0,497Hz), f/fn, em 
função de VRn para três repetições. Já as linhas tracejadas horizontais mostram a relação entre 
f e a frequência natural modificada pela variação de Ca (fnm), f/fnm. fnm também é chamada de 
frequência natural verdadeira e é calculada através da equação 3.28 que considera o valor de 
Ca em função de VRn conforme os dados visto na Figura 3.5. 
Os resultados da Figura 3.6 evidenciam que para a faixa de VRn do experimento a 
frequência de oscilação do cilindro é praticamente a mesma que sua frequência natural 
verdadeira já que a relação f/fnm é próxima de 1,0. Esse resultado sugere que a interação 
fluido-estrutura provocada pelo fenômeno de VIV modifica o valor da frequência natural em 
águas calmas, fn, para fnm através da variação da massa adicional. Assim, quando em 
ressonância, o cilindro irá responder com uma frequência de oscilação dada por fnm e não por 
fn. 
 
𝑓𝑓𝑛𝑛𝐿𝐿(𝑉𝑉𝑅𝑅𝑛𝑛) = 12𝜋𝜋� 𝐾𝐾
𝑀𝑀 + 𝜌𝜌𝑓𝑓𝜋𝜋𝑓𝑓2𝐿𝐿𝐶𝐶𝑎𝑎(𝑉𝑉𝑅𝑅𝑛𝑛)4  3.28 
 
 
59 
 
 
Figura 3.6 – Linhas tracejadas inclinadas: média da frequência de oscilação dividida pela frequência 
natural em águas calmas (Ca = 1,04) – f/fn. Linhas tracejadas horizontais: média da frequência de 
oscilação dividida pela frequência natural verdadeira calculada considerando-se o valor medido da 
massa adicional (gráfico da Figura 3.5) – f/fnm. Ensaios realizados em triplicata. Adaptado de 
Vikestad (VIKESTAD, VANDIVER e LARSEN, 2000). 
 
Uma última investigação muito importante conduzida por Vikestad em seu trabalho 
revela a influência de uma perturbação externa agindo conjuntamente com o fenômeno de 
desprendimento de vórtices. A frequência da perturbação considerada foi de 0,5 a 2,0 vezes o 
valor da frequência média de desprendimento de vórtices para cada velocidade de correnteza. 
A amplitude da perturbação teve três valores adotados. O valor do coeficiente de massa 
adicional foi mapeado para cada valor de amplitude de perturbação considerando a variação 
da frequência da perturbação e da velocidade reduzida, VRn. A conclusão obtida foi que o 
coeficiente de massa adicional não é fortemente influenciado pela perturbação externa desde 
que a frequência dessa perturbação seja suficientemente diferente da frequência de 
desprendimento de vórtices atuando localmente no cilindro. Para frequências de perturbação 
próximas da frequência de desprendimento de vórtices ainda são necessários estudos mais 
detalhados para uma melhor compreensão do fenômeno. 
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3.4. Efeito da Variação da Razão de Massa na VIV 
Com o objetivo de uma melhor compreensão dos efeitos causados pela VIV em 
estruturas de baixa razão de massa e de amortecimento como risers e pipelines, ensaios em 
laboratório reportados na literatura técnica constataram que a variação da razão de massa da 
estrutura altera a faixa de velocidade reduzida e a amplitude máxima atingida no regime de 
lock-in. Esses experimentos, em sua maioria, consistiram em submeter um cilindro rígido 
suportado por molas com baixa razão de massa e amortecimento ao fenômeno da VIV. 
Resultados desses experimentos demonstram que considerando um número de Reynolds fixo, 
a razão de massa, m*, não influencia na amplitude máxima de oscilação atingida pelo 
cilindro, Amax/D. Ao invés disso, para Re fixo, quanto menor o amortecimento reduzido (m*ζ 
ou (m*+Ca)ζ) maiores serão os valores de Amax/D atingidos no lock-in. Porém quando o valor 
do amortecimento reduzido é baixo (menor que 0,01) a amplitude máxima atingida independe 
dele.  
Também foi constatado que a variação do número de Reynolds do escoamento 
influencia na amplitude máxima observada. Em geral quanto maior Re maior será Amax/D. A 
massa reduzida, m*, influencia na largura da faixa de VR de ocorrência do lock-in. Estudos 
revelam que quanto maior o valor de m*, maior será a faixa de VR em que o cilindro 
permanece no regime de lock-in  
 
3.4.1. Influência na Amplitude Máxima de Oscilação (Amax/D) 
Khalak & Williamson (KHALAK e WILLIAMSON, 1997) realizaram experimentos 
com cilindro rígido vertical suportado por molas de baixa razão de massa (m* < 6) livre para 
vibrar somente na direção transversal. Nesses experimentos eles comparam as amplitudes 
máximas atingidas assim como a faixa de VR que o cilindro permaneceu em lock-in com o 
experimento de Feng (FENG, 1968) realizado com um cilindro de alta razão de massa (m* > 
25). A Figura 3.7 mostra o resultado obtido para m* = 2,4 no experimento de Khalak & 
Williamson e m* = 248 no experimento de Feng. A partir do resultado da Figura 3.7 nota-se 
que para uma baixa razão de massa as amplitudes máximas atingidas foram 
consideravelmente maiores que as observadas para cilindros de alta razão de massa, porém foi 
descoberto posteriormente que a amplitude máxima não dependia de m* mas sim do 
amortecimento reduzido e do número de Reynolds do escoamento, como será discutido 
adiante. A faixa de VR onde ocorreram essas altas amplitudes de resposta foi chamada de 
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“Upper branch”. A faixa de VR em que ocorre o início do regime de lock-in foi chamada de 
“Initial branch”. A faixa de amplitudes moderadas entre o “Upper branch” e a 
dessincronização foi chamada de “Lower branch”. Uma particularidade observada para 
cilindros de baixa razão de massa é o salto entre o “Initial branch” e o “Upper branch” e o 
salto entre o “Upper branch” e o “Lower branch”. O primeiro salto é caracterizado por um 
fenômeno de histerese pois há uma mudança no padrão de desprendimento de vórtices. Já o 
segundo salto é caracterizado por um fenômeno intermitente de mudança de fase entre 
“Upper-lower” e “Lower-Upper” (de 0 para 180 graus e de 180 para 0 graus, 
respectivamente) entre a força de sustentação FL e o deslocamento do cilindro, mantendo-se 
nesse caso o padrão de desprendimento de vórtices. 
 
 
Figura 3.7 – Máxima Amplitude de resposta para cilindro com baixa razão de massa livre para vibrar 
na direção transversal em função de VRn. (◊) Feng, m* = 248 (■) Khalak & Williamson, m* = 2,4. 
Retirado de (KHALAK e WILLIAMSON, 1997). 
 
Govardhan & Williamson (GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006) realizaram 
experimentos com cilindro rígido suportado por molas livre para vibrar na direção transversal 
os quais era possível ter um controle fino do amortecimento imposto ao sistema. Com isso, 
eles conseguiram manter o amortecimento reduzido (m*+Ca)ζ constante conforme variavam a 
massa reduzida, m*. Eles verificaram que m* não tinha efeito significativo sobre a amplitude 
máxima de oscilação, Amax/D, conforme mostra os resultados da Figura 3.8. Isso também foi 
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confirmado no experimento de Blevins & Coughran (BLEVINS e COUGHRAN, 2009). Ao 
invés de m*, foi constatado que o amortecimento reduzido (m*+Ca)ζ  e o número de Reynolds 
influenciam na amplitude máxima observada, conforme revela os resultados da Figura 3.9.  
 
Compreendendo o regime de lock-in, Govardhan & Williamson (GOVARDHAN e 
WILLIAMSON, 2003) em um estudo parecido ao de Khalak & Williamson com cilindro 
rígido suportado por molas e com baixos valores de (m*+Ca)ζ descobriram que existe um 
valor de razão de massa critico (m*crit) de 0,54. Caso m* < m*crit o regime de lock-in 
permanecerá ativo para qualquer aumento de VR, ou seja, a faixa de “Upper-branch” se 
tornará infinita e nunca haverá transição para o “Lower-branch”. 
 
 
Figura 3.8 – Dados de amplitudes máximas de resposta (Amax/D) em função da razão de massa (m*), 
considerando valores constantes de amortecimento reduzido (m*+Ca)ζ (0,1 e 0,5), indicam que m* 
não tem influência em Amax/D no intervalo 1<m*<15. Re = 4000. Adaptado de (GOVARDHAN e 
WILLIAMSON, 2006). 
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Figura 3.9 – Efeito do amortecimento reduzido e do número de Reynolds na amplitude máxima de 
oscilação de um cilindro suportado por molas livre para vibrar na direção transversal. m* =10. 
Adaptado de (GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006). 
 
Experimentos mais recentes considerando cilindro rígido suportado por molas de baixa 
razão de massa livre para vibrar nas direções da correnteza (IL) e transversal à correnteza 
(CF) (JAUVTIS e WILLIAMSON, 2004) revelam a existência de amplitudes máximas de 
oscilação transversal ainda mais altas (Amax > 1,5D) em comparação aos experimentos com 
cilindro livre para vibrar somente na direção transversal. Essa nova faixa de VR caracterizada 
por altas amplitudes foi chamada de “Super-Upper-branch” (SU). Para cilindros com 
frequências naturais parecidas para as direções IL e CF, como é o caso de risers e pipelines, o 
padrão de desprendimento de vórtices na região SU é diferente do padrão visto na região do 
“Upper-branch” de oscilações somente na transversal (2 pares de vórtices triplos por ciclo 
contra 2 pares de vórtices duplos, respectivamente). A Figura 3.10 mostra os resultados de 
Amax/D em função de VR para um cilindro de baixa razão de massa (m* = 2,6) livre para 
vibrar nas direções IL e CF realizado por Jauvtis & Williamson. Resultados com a mesma 
tendência foram obtidos por Blevins & Coughran (BLEVINS e COUGHRAN, 2009) em sua 
investigação com cilindro suportado por molas livre para vibrar nas direções IL e CF. Pode-se 
concluir desses experimentos que para cilindros de baixa razão de massa a presença das 
oscilações na direção IL aumentam as amplitudes máximas atingidas na direção CF.  
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Figura 3.10 – Máxima amplitude de resposta para cilindro com baixa razão de massa (m* = 2,6) livre 
para vibrar nas direções in-line e cross-flow em função de VRn. AY refere-se a amplitude na direção 
CF e AX a amplitude na direção IL. Retirado de (JAUVTIS e WILLIAMSON, 2004). 
 
3.4.2. Influência na Faixa de VR que Ocorre o Lock-in 
Blevins & Coughran em seu estudo com cilindro rígido suportado por molas 
(BLEVINS e COUGHRAN, 2009) reportaram a influência da razão de massa na largura da 
faixa de VR onde há a ocorrência de lock-in. Para um mesmo valor de amortecimento 
reduzido (m*+Ca)ζ e considerando o cilindro livre para vibrar somente na direção CF, foram 
levantadas medidas de ACF/D para quatro valores de m* (m* é definida aqui pela equação 
2.11b) conforme mostra a Figura 3.11. Nota-se que as amplitudes máximas atingidas foram 
muito próximas para os quatro casos de m* e portanto pode-se sugerir que a amplitude 
máxima não depende de m* mas sim de (m*+Ca)ζ. Um outro resultado importante é o fato de 
ocorrer uma extensão da largura da faixa de VR em que ocorre o lock-in conforme há uma 
diminuição de m*, ou seja, cilindros de baixa razão de massa tendem a ter uma faixa de lock-
in mais extensa (VR > 12), podendo ser infinita se o valor de razão de massa é muito baixo 
(m* < m*crit = 0,54). Um mesmo comportamento foi observado no experimento de Govardhan 
& Williamson (GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006). 
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Figura 3.11 – Máxima amplitude de resposta na direção cross-flow para cilindro com quatro 
diferentes razões de massa livre para vibrar somente na direção CF. Amortecimento reduzido 
(m*+Ca)ζ constante no valor de 0,125 e Re constante. Retirado de (BLEVINS e COUGHRAN, 2009). 
 
Em geral pode-se dizer que a largura da faixa de VR em que ocorre o lock-in é 
controlado pelo parâmetro m* (quando (m*+Ca)ζ é constante) e as amplitudes máximas de 
resposta são controladas pelo amortecimento reduzido (m*+Ca)ζ conforme sugere o esquema 
da Figura 3.12. 
Considerando o experimento de Blevins discutido anteriormente, mas agora com o 
cilindro livre para vibrar nas direções IL e CF, os resultados da amplitude em função de VR 
podem ser vistos na Figura 3.13. Comparando-se os resultados da Figura 3.11 com os da 
Figura 3.13, observa-se que quando o cilindro está livre para vibrar nas direções IL e CF as 
amplitudes máximas atingidas são maiores que as encontradas para o caso de vibração 
somente na direção CF (considerando (m*+Ca)ζ constante). Esse resultado está de acordo com 
Jauvtis e Williamson (JAUVTIS e WILLIAMSON, 2004). Pode-se notar também que para 
valores mais baixos de m* há um aumento na faixa de VR em que ocorre o lock-in em 
comparação com o caso de oscilação restrita à direção CF. Além disso, a amplitude máxima 
atingida ocorre para valores maiores de VR, alongando a faixa do “Upper-branch”. 
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Figura 3.12 – Esquema dos dois tipos distintos de amplitude de resposta conforme o valor de m*ζ. A 
largura da faixa de VR no lock-in é controlada primariamente por m* (m*ζ constante) enquanto que a 
amplitude máxima é controlada por m*ζ para um mesmo valor de Re. Retirado de (KHALAK e 
WILLIAMSON, 1999). 
 
 
 
Figura 3.13 – Máxima amplitude de resposta na direção cross-flow para cilindro com quatro 
diferentes razões de massa livre para vibrar nas direções IL e CF. Amortecimento reduzido (m*+Ca)ζ 
constante no valor de 0,125 e Re constante. Retirado de (BLEVINS e COUGHRAN, 2009). 
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3.5. Efeito da Variação do Número de Reynolds na VIV 
Influências do número de Reynolds nos diversos parâmetros que determinam o 
comportamento de um cilindro sujeito ao fenômeno de VIV, como coeficientes 
hidrodinâmicos e amplitudes máximas de resposta atingidas, ainda são pouco conhecidas e 
difíceis de serem avaliadas. Uma variação no número de Reynolds modifica o regime de 
escoamento e de formação de vórtices ao redor do cilindro. Com isso certamente muitos 
parâmetros, que são geralmente avaliados em valores de Re baixos, poderão sofrer alterações. 
Experimentos em laboratório tentam esclarecer essa influência porém os aparatos 
experimentais necessários para realizar os ensaios e fazer o controle das variáveis importantes 
à compreensão do fenômeno em valores altos de Re (além do regime crítico: Re > 3,5.105) se 
tornam mais complexos.  
Govardhan & Williamson (GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006) realizaram um 
experimento com cilindro rígido suportado por molas livre para vibrar na direção cross-flow a 
fim de investigar a influência do número de Reynolds na amplitude máxima de vibração do 
cilindro. Sabendo que a razão de massa não influencia na amplitude máxima observada, eles 
desenvolveram um mecanismo preciso de controle do amortecimento estrutural empregado ao 
sistema a fim de se obter grande precisão no amortecimento reduzido empregado. Dessa 
forma eles mostraram que, para um amortecimento reduzido constante, quanto maior o 
número de Reynolds maiores são as amplitudes máximas observadas na faixa do “Upper-
branch” no lock-in. Portanto, na faixa de Reynolds dentro do regime subcrítico (300 < Re < 
2.105), a amplitude máxima seria uma função do amortecimento reduzido e de Reynolds. 
A seguir será discutido a influência de Re na amplitude máxima atingida e nos 
coeficientes hidrodinâmicos das forças de arrasto e sustentação. 
 
3.5.1. Influência no Coeficiente de Arrasto (CD) 
O coeficiente de arrasto (médio) para um cilindro estacionário (CD0) é função do 
número de Reynolds e está bem documentado na literatura como pode ser visto na Figura 
3.14.  
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Figura 3.14 – Coeficiente de arrasto em função de Re para cilindros estacionários lisos e rugosos. 
Retirado de (BLEVINS, 2009). 
 
No gráfico da Figura 3.14 o coeficiente de arrasto decresce de forma monótona até o 
valor de Re = 300. Para 300 < Re < 2.105 (regime subcrítico) CD0 sofre pequenas variações 
entre os valores 1,0 e 1,2. Isso também pode ser constatado para cilindros rugosos 
(SARPKAYA, 2010). Quando Re atinge 2.105 ocorre uma mudança brusca no valor de CD0, 
observada principalmente para cilindros lisos (experimento de Jones (JONES, CINCOTTA e 
WALKER, 1969) e de Wieselsberger (WIESELSBERGER, 1921)). Essa queda abrupta do 
coeficiente de arrasto é chamada de crise do arrasto e depende da rugosidade da superfície do 
cilindro (k). Quanto maior a rugosidade, menos abrupta é a queda de CD0, sendo praticamente 
constante para altas rugosidades, como foi constatado no experimento de Achenbach 
(ACHENBACH e HEINECKE, 1981) em que k/D = 900.10-5. A crise do arrasto ocorre para 
cilindros estacionários no regime supercrítico (3,5.105 < Re < 1,0.106) devido à mudança de 
posição do ponto de separação dos vórtices ao longo das paredes do cilindro quando o 
escoamento próximo às paredes passa de laminar para turbulento. Essa mudança resulta em 
uma esteira de vórtices muito mais estreita que leva a uma redução considerável do arrasto. 
Cilindros mais rugosos tendem a sustentar a posição do ponto de separação e, portanto, 
sofrem menores variações em CD0 no regime crítico e supercrítico. Após a crise do arrasto o 
valor de CD0 volta a se estabilizar (Re > 1.106). 
 
3.5.2. Influência no Coeficiente de Sustentação (CL) 
Estudos experimentais revelam que o coeficiente hidrodinâmico de sustentação, CL, 
tem uma notória dependência do número de Reynolds. Dados experimentais para a força de 
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sustentação, FL, em diferentes valores de Reynolds são mais escassos e menos consistentes 
que aqueles levantados para a força de arrasto (SARPKAYA, 2010). E há vários motivos para 
eventuais discrepâncias entre os valores de CL encontrados por diversos autores para uma 
dada faixa de Reynolds. Dentre eles podemos citar: a influência das condições de contorno do 
sistema, a turbulência do escoamento incidente, o grau de rigidez dado ao cilindro na 
montagem experimental, etc.  
Visando melhor organizar os resultados de CL de diversos autores, Norberg 
(NORBERG, 2003) compilou dados experimentais e dados de simulação numérica para o 
coeficiente de sustentação encontrado para cilindro rígido estacionário (CL0) em função do 
número de Reynolds. Essa compilação pode ser vista na Figura 3.15. A faixa de Reynolds 
para esses resultados está entre 47 < Re < 2.105, limitando-se, portanto, ao regime subcrítico. 
Pode-se concluir da Figura 3.15 que o coeficiente de sustentação para cilindros estacionários 
sofre influência do número de Reynolds, porém o grau dessa influência é incerto devido à 
grande disparidade dos resultados.    
 
 
Figura 3.15 – Coeficiente de sustentação RMS em função do número de Reynolds para cilindros 
rígidos estacionários (NORBERG, 2003). Adaptado de (SARPKAYA, 2010). 
 
Considerando o caso de VIV para cilindros flexíveis, a relação entre CL e Re torna-se 
muito mais complexa e de difícil análise. Isso se deve ao fato de CL ser dependente também 
da velocidade reduzida, VR, e da amplitude de oscilação do cilindro, A/D 
(GOPALKRISHNAN, 1993). Alguns trabalhos de pesquisa, como de Swithenbank 
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(SWITHENBANK, VANDIVER, et al., 2008) e de Resvanis (RESVANIS, JHINGRAN, et 
al., 2012), foram realizados utilizando dados de vários experimentos com cilindros flexíveis e 
cilindros rígidos montados sobre molas livres para vibrar na direção cross-flow e concluíram 
que o valor de CL tende a aumentar com o aumento do número de Reynolds 
independentemente de VR e A/D.  
 
3.5.3. Influência na Amplitude Máxima (Amax/D) 
A influência do número de Reynolds na amplitude máxima de oscilação (Amax/D) de 
cilindros sujeitos a VIV é um assunto relativamente atual e de grande relevância. Por muitos 
anos desenvolveu-se um trabalho de pesquisa focado em obter uma relação entre as máximas 
amplitudes atingidas por um cilindro rígido livre para vibrar na direção cross-flow e o 
amortecimento reduzido (m*+Ca)ζ. Pouca atenção foi dada à influência do número de 
Reynolds no qual os ensaios experimentais eram realizados. A complexidade do arranjo 
experimental somado a fatores como necessidade de ensaiar uma grande quantidade de casos 
limitou as pesquisas direcionadas a esse assunto. Mais recentemente, notou-se que o número 
de Reynolds tem fundamental importância na variação da amplitude de resposta do cilindro. 
Autores como Klamo (KLAMO, LEONARD e ROSHKO, 2005) e Govardhan & Williamson 
(GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006) realizaram um notável trabalho de caracterização 
da influência de Re sobre Amax/D. Neste texto será resumido as descobertas feitas por 
Govardhan & Williamson nesse assunto. 
O aparato experimental utilizado por Govardhan & Williamson consistiu em um 
cilindro vertical montado sobre molas e livre para vibrar somente na direção cross-flow 
submetido a ação de uma correnteza uniforme em um canal de água. A concepção mais 
importante desse aparato experimental é o uso de um mecanismo que introduz um 
amortecimento estrutural que pode ser regulado com alta precisão e que pode gerar um 
amortecimento nulo ao sistema. A faixa de Reynolds do experimento foi 500 < Re < 33000. 
Considerando-se que para a condição de ressonância (lock-in) não haja variação nas 
frequências naturais e de oscilação do cilindro e nem na velocidade incidente de correnteza de 
forma a manter VR constante, então pode-se afirmar que a amplitude máxima será função 
somente do amortecimento reduzido (BEARMAN, 1984). Com o mecanismo de controle de 
amortecimento do sistema é possível manter (m*+Ca)ζ constante e com isso investigar a 
variação de Amax/D conforme a variação de Re. 
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Um resultado importante encontrado por Govardhan & Williamson assim como por 
Klamo (KLAMO, LEONARD e ROSHKO, 2005) revela que VIV de amplitudes mais altas 
serão atingidas em sistemas com maiores Re. Essa afirmação é válida para o regime subcrítico 
de escoamento (300 < Re < 2.105) e somente o regime de “Upper-branch” do lock-in é 
influenciado por Re. Além da amplitude média aumentar com o aumento de Re, observaram-
se grandes flutuações no valor da amplitude em Re maiores. Essas grandes flutuações são 
explicadas por um salto maior de amplitude entre “Upper” e “Lower-branch”, já que para Re 
maiores tem-se amplitudes maiores no “Upper-branch”. 
O aumento da amplitude máxima atingida em função do aumento de Re pode ser visto 
na Figura 3.16 para casos em que o amortecimento é nulo e, portanto, (m*+Ca)ζ = 0. 
  
 
Figura 3.16 – Amplitudes máximas observadas em vários experimentos com amortecimento reduzido 
nulo em função de Re. Nota-se uma tendência linear entre a amplitude e log10(Re). Adaptado de 
(GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006).  
 
Os dados de amplitude observados na Figura 3.16 são de vários autores cujos os 
experimentos mantiveram um amortecimento reduzido nulo ou muito próximo de zero. Pode-
se perceber desses dados uma tendência linear entre Amax/D e o log10(Re) no intervalo 500 < 
Re < 33000, compreendido no regime subcrítico. De fato a amplitude máxima atingida pode 
ser bem representada pela função de log10(Re) vista na equação 3.29, onde ζ* = (m*+Ca)ζ. 
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𝐴𝐴𝐿𝐿𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑓𝑓
(𝜁𝜁∗ = 0) = log (0,41𝑅𝑅𝑅𝑅0,36) 3.29 
 
Conforme estabelecido por Govardhan & Williamson, a equação 3.29 representa uma 
boa aproximação para a amplitude máxima atingida por um cilindro rígido levemente 
amortecido vibrando na direção cross-flow na faixa de Re < 2.105. 
Para um cilindro flexível vibrando na direção cross-flow, o aumento de Amax/D com o 
aumento de Re segue a mesma tendência que a observada para experimentos com cilindros 
rígidos suportados por molas (RESVANIS, JHINGRAN, et al., 2012). 
Apesar da grande influência de Re na amplitude máxima para sistemas de mesmo 
amortecimento reduzido, ao normalizar os resultados de amplitudes máximas pela amplitude 
máxima quando ζ* = 0 (equação 3.29) obtemos uma independência de Re. Isso pode ser visto 
na Figura 3.17. Na Figura 3.17(a) dados de amplitudes máximas obtidas em vários 
experimentos apresentam grandes discrepâncias para um mesmo (m*+Ca)ζ devido à 
influência de Re. Já na Figura 3.17(b) ao normalizar as amplitudes máximas pela amplitude 
dada pela equação 3.29 em função de Re, as discrepâncias diminuem bastante. 
A amplitude normalizada, também chamada de amplitude modificada ((Amax/D)M), 
pode ser aproximada por uma função de (m*+Ca)ζ, conforme visto na Figura 3.17(b) e 
reescrita na equação 3.30. 
 
�
𝐴𝐴𝐿𝐿𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑓𝑓
�
𝑀𝑀
= 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑎𝑎𝑚𝑚/𝑓𝑓
𝐴𝐴𝐿𝐿𝑎𝑎𝑚𝑚/𝑓𝑓(𝜁𝜁∗ = 0) = 1 − 1,12𝜁𝜁∗ + 0,30𝜁𝜁∗2  3.30 
 
Substituindo a equação 3.29 na equação 3.30 temos a relação (equação 3.31) 
encontrada por Govardhan & Williamson para a amplitude máxima esperada em função do 
amortecimento reduzido e do número de Reynolds. Os autores sugerem que essa relação seja 
usada para cilindros livres para vibrar na direção cross-flow com razão de massa menor que 
1,2 no intervalo 500 < Re < 33000, podendo também ser utilizada com baixo erro para todo 
regime subcrítico (300 < Re < 2.105). Além disso, A/D deve ser maior que 0,1, mas esse 
requisito de amplitude é facilmente ultrapassado em sistemas de baixo amortecimento quando 
em lock-in. 
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𝐴𝐴𝐿𝐿𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑓𝑓
= (1 − 1,12𝜁𝜁∗ + 0,30𝜁𝜁∗2)log (0,41𝑅𝑅𝑅𝑅0,36)  3.31 
 
 
Figura 3.17 – (a) Amplitudes máximas observadas em vários experimentos em função do 
amortecimento reduzido. (b) Amplitudes máximas normalizadas conforme valor de Re (equação 3.29) 
em função do amortecimento reduzido. Nota-se a influência de Re de (a) para (b). Adaptado de 
(GOVARDHAN e WILLIAMSON, 2006). 
 
 
Resultados do experimento de Govardhan & Williamson ainda sugerem que Amax/D = 
0,6 divide os regimes de resposta de um cilindro suportado por molas livre para vibrar na 
direção cross-flow da seguinte forma: 
 Se Amax/D > 0,6 e Re > 500 haverá a presença de “Initial”, “Lower” e “Upper-
branch” na resposta, pois essa condição é característica de (m*+Ca)ζ mais baixos 
(olhar esquema da Figura 3.12). 
 Se Amax/D < 0,6 e Re > 500 haverá a presença somente de “Initial” e “Lower-
branch” na resposta, pois essa condição é característica de (m*+Ca)ζ mais altos 
(olhar esquema da Figura 3.12). 
 Se Re > 500 haverá a presença somente de “Initial” e “Lower-branch” na resposta 
independente de (m*+Ca)ζ (olhar esquema da Figura 3.12). 
3.6. Efeito da Variação do Perfil de Correnteza na VIV 
Estudos demonstram que a amplitude de oscilação e a largura da faixa de VR que 
ocorre o lock-in sofrem influência do perfil de correnteza ao qual o cilindro está exposto. Os 
perfis de correnteza considerados são o uniforme e o não-uniforme linear com a profundidade. 
Na Figura 3.18 podemos verificar a influência desses dois tipos de correnteza em um estudo 
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realizado por Humphries & Walker (HUMPHRIES e WALKER, 1988) com um cilindro liso 
livre para vibrar na direção cross-flow. Como podemos notar o perfil de correnteza uniforme 
(1:1) atingiu maiores amplitudes. Já para correnteza não-uniforme, conforme há um aumento 
na inclinação do perfil, menor é a amplitude de pico atingida. Ademais, o aumento da 
inclinação do perfil levou a um aumento na faixa de VR em que ocorre o lock-in. 
Maiores amplitudes para o perfil de correnteza uniforme são esperadas pois, quando 
ocorre a ressonância, todo o comprimento do cilindro está recebendo energia do fluido 
resultando em uma amplitude maior que para um perfil de correnteza não-uniforme que pode 
possuir zonas de entrada e de saída de energia ao longo do cilindro. 
 
 
Figura 3.18 – Influência do perfil de velocidade de correnteza na amplitude de vibração cross-flow 
para um cilindro liso. Adaptado de (HUMPHRIES e WALKER, 1988). 
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4. METODOLOGIA DE IMPLEMENTAÇÃO DE UMA ROTINA 
NUMÉRICA NO DOMÍNIO DO TEMPO PARA ANÁLISES 
DE VIV 
Em geral, na indústria offshore a predição da VIV em tubulações submarinas é 
realizada por algoritmos no domínio da frequência e consideram, portanto, o sistema 
composto pelo ambiente marinho e o riser (ou pipeline) como um sistema linear. Para 
aplicações menos complexas como por exemplo risers submetidos à tração constante e 
condições de contorno lineares, uma simulação dinâmica no domínio da frequência resulta em 
uma boa análise do problema. Mas para sistemas mais complexos como por exemplo SCRs e 
pipelines com condições de contorno não lineares, uma análise dinâmica no domínio do 
tempo torna-se necessária.  
Dentre as não linearidades que podem ser contempladas em uma análise no domínio 
do tempo, mas não no domínio da frequência temos: 
 Tração variável ao longo do tempo. A tração a qual o riser está submetido pode 
variar conforme o movimento de heave da plataforma e consequentemente não 
linearidades serão observadas para a rigidez geométrica. Na análise no domínio da 
frequência a rigidez geométrica é mantida constante. 
 Modelagem do leito marinho através de molas não lineares considerando o efeito 
do atrito. A interação entre o leito marinho e a região de contato do riser resulta no 
deslizamento e na perda de contato com o solo de maneira intermitente, ocorrendo 
dessa forma a variação da posição do touch down point em risers SCR e dos pontos 
de apoio em pipelines. Torna-se necessário então uma modelagem não linear nos 
pontos em que o riser toca o solo: molas não lineares na direção perpendicular ao 
solo representam a perda de contato intermitente e um modelo de atrito para o plano 
de contato do tubo com o solo representa o efeito de deslizamento.  Na análise no 
domínio da frequência os pontos de contato são fixos e, portanto, não são 
considerados os efeitos do deslizamento e da perda de contato do tubo com o solo 
marinho.  
 Consideração de amortecimento local. Em uma análise no domínio da frequência 
considera-se, quando necessário, a introdução de amortecimento estrutural global 
(modal) no sistema, não sendo possível modelar regiões com amortecimento local. 
Para o caso de um pipeline, considerando- se um modelo de amortecimento global 
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para representar os efeitos das interações com o solo, observa-se que as tensões de 
flexão nos apoios são menores quando comparadas com um modelo de 
amortecimento local (LARSEN, KOUSHAN e PASSANO, 2002). 
 Acoplamento não linear entre as respostas in-line e cross-flow. A resposta 
observada em um tubo sujeito a VIV deve considerar a interação conjunta das 
vibrações in-line e cross-flow. Essa interação altamente não linear é intrínseca do 
fenômeno de desprendimento de vórtices e pesquisas já foram iniciadas para sua 
melhor compreensão. Espera-se que, concebido um modelo para o fenômeno, 
simuladores no domínio do tempo possam ser atualizados para considerar o 
acoplamento não linear entre as vibrações IL e CF. Atualmente, para prever a 
resposta de um tubo sujeito as vibrações IL e CF, simuladores no domínio do tempo 
e da frequência consideram o uso de coeficientes hidrodinâmicos não acoplados. 
Estudos vêm sendo realizados para melhorar a base de dados utilizada para o 
cálculo de coeficientes hidrodinâmicos acoplados (ZHENG, DAHL, et al., 2014).  
 
4.1. Simulador de Base para Implementação da Rotina de Cálculo da VIV   
4.1.1. Características Gerais 
A análise da VIV desenvolvida no presente trabalho foi implementada como uma 
rotina de cálculo dentro de um simulador de dinâmica de risers e pipelines no domínio do 
tempo desenvolvido originalmente pela PETROBRAS em conjunto com a COPPE/UFRJ 
(MOURELLE, GONZALEZ e JACOB, 1995). Esse simulador, chamado de ANFLEX, vem 
sendo desenvolvido desde 1988 e é muito utilizado por engenheiros da PETROBRAS em 
projetos que requerem a análise do comportamento dinâmico de tubulações submarinas. As 
rotinas de cálculo de VIV foram introduzidas na versão 6.1 do ANFLEX cujo código fonte foi 
fornecido em uma parceria entre PETROBRAS e o departamento de engenharia de petróleo 
da UNICAMP.  
O simulador utiliza o método de elementos finitos para modelagem da estrutura e 
permite que sejam feitas, além da análise dinâmica, as análises estática e de vibração livre. 
Cada elemento é formado por dois nós em linha e é modelado de acordo com a teoria de vigas 
com seis graus de liberdade (três de translação e três de rotação) para cada nó do elemento. A 
formulação do elemento é baseada no elemento de pórtico espacial apresentado por Benjamin 
(BENJAMIN, 1992) com algumas modificações que consideram um sistema de referência 
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indeformado que translada e rotaciona junto com o elemento, capturando assim os 
movimentos de corpo rígido. Essa formulação é conhecida como lagrangeana total com 
elemento de referência co-rotacionado. Para uma descrição mais aprofundada, o trabalho de 
Mourelle (MOURELLE, 1993) fornece a fundamentação teórica do elemento finito co-
rotacionado e é referência na implementação do programa ANFLEX.   
O programa considera a não-linearidade geométrica introduzida por grandes 
deslocamentos e rotações, porém algumas simplificações são adotadas para os elementos: 
 Pequenas deformações  
 As seções transversais do elemento permanecem planas após ocorrer deformação. 
 A área e o volume do elemento não variam com as deformações  
Os carregamentos ambientais considerados na análise compreendem aqueles devido a 
ondas, correntezas, peso próprio, empuxo e efeitos da pressão hidrostática. A correnteza é 
modelada no plano (XY) ao longo da profundidade (eixo Z) através de um perfil linear entre 
dois pontos consecutivos. O perfil de correnteza pode ser segmentado ao longo do eixo Z e 
para ponto pode-se definir o módulo e a direção (0 a 360 graus) da velocidade no plano XY, 
possibilitando a criação de um perfil de correnteza complexo ao longo da estrutura.  Já o 
efeito de ondas não é considerado e está fora do escopo desse trabalho. 
Outras facilidades encontradas no simulador são a possibilidade de uso de molas não-
lineares, utilizadas por exemplo na modelagem do solo marinho, e a possibilidade de 
prescrição de deslocamentos ao longo do tempo, utilizada por exemplo para a descrição dos 
movimentos impostos pela unidade de produção. 
Na Figura 4.1 temos o fluxograma dos módulos elementares do programa ANFLEX. 
Através desses módulos é possível modelar, simular e avaliar um sistema offshore constituído 
por uma determinada configuração de riser ou pipeline submetido às condições ambientais 
impostas. As rotinas de VIV desenvolvidas no presente trabalho foram implementadas dentro 
do modulo da análise dinâmica. 
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Figura 4.1 – Fluxograma dos módulos do programa ANFLEX, utilizado como programa estrutural de 
elementos finitos para implementação das rotinas de VIV. 
 
4.1.2. Cálculo do Equilíbrio Estático e Dinâmico  
As equações de equilíbrio estático e dinâmico resolvidas pela ferramenta numérica 
ANFLEX podem ser encontradas no trabalho de Mourelle (MOURELLE, 1993). O 
procedimento de cálculo é resumido no trabalho de Tsukada (TSUKADA, 2013). Nesta seção 
serão destacadas as equações mais importante da análise dinâmica acrescido do seu 
procedimento de cálculo dentro do programa. 
O equilíbrio dinâmico é representado como um equilíbrio de forças impostas ao 
sistema em um instante de tempo t como mostra a equação 4.1 na forma discreta de elementos 
finitos: 
 {𝐹𝐹𝐼𝐼𝑁𝑁𝑛𝑛(𝑛𝑛)} + {𝐹𝐹𝐼𝐼(𝑛𝑛)} + {𝐹𝐹𝐷𝐷(𝑛𝑛)} = {𝐹𝐹𝐸𝐸𝐸𝐸𝑛𝑛(𝑛𝑛)} 4.1 
 
Onde {FINT} é o vetor de forças internas, {FI} é o vetor de forças inerciais, {FD} é o 
vetor de forças de amortecimento estrutural e {FEXT} é o vetor de forças externas. 
Em termos de deslocamentos, velocidades e acelerações a equação 4.1 da dinâmica 
pode ser escrita como: 
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 [𝑀𝑀]{?̈?𝑢(𝑛𝑛)} + [𝐶𝐶]{?̇?𝑢(𝑛𝑛)} + [𝐾𝐾(𝑢𝑢)]{𝑢𝑢(𝑛𝑛)} = {𝐹𝐹𝐸𝐸𝐸𝐸𝑛𝑛(𝑛𝑛)} 4.2 
 
Onde [M] é a matriz de massa do sistema, [C] é a matriz de amortecimento estrutural e 
[K] é a matriz de rigidez. {?̈?𝑢}, {?̇?𝑢} e {𝑢𝑢}  são os vetores de aceleração, velocidade e 
deslocamento, respectivamente.  
A equação 4.2 representa a discretização no espaço em elementos finitos da equação 
da dinâmica para o meio contínuo. Porém, para uma análise dinâmica no domínio do tempo, o 
sistema ainda precisa passar por uma abordagem incremental em passos de tempo (∆t). Após 
essa discretização no tempo, a equação dinâmica 4.2 passa a ser expressa pela equação 4.3 
(forma incremental). 
 [𝑀𝑀]{∆?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + [𝐶𝐶]{∆?̇?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + [𝐾𝐾]{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎= {𝐹𝐹𝐸𝐸𝐸𝐸𝑛𝑛}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 − ({𝐹𝐹𝐼𝐼𝑁𝑁𝑛𝑛}𝑎𝑎 + {𝐹𝐹𝐼𝐼}𝑎𝑎 + {𝐹𝐹𝐷𝐷}𝑎𝑎) 4.3 
 
Onde {∆u} é o vetor de deslocamentos incrementais (variação de u entre t e ∆t: ut+∆t - 
ut). {∆t} é o passo de tempo. E o termo ({FINT}t + {FI}t + {FD}t) representa o vetor {FEXT}t 
conforme a equação 4.1. A expressão { }t corresponde a variável avaliada no tempo t, 
enquanto que { }t+∆t corresponde a variável avaliada no tempo t acrescido de um passo de 
tempo ∆t. 
A equação 4.3 pode ser reescrita da seguinte forma: 
 [𝑀𝑀]{?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + [𝐶𝐶]{?̇?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + [𝐾𝐾]{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 = {𝐹𝐹𝐸𝐸𝐸𝐸𝑛𝑛}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 − {𝐹𝐹𝐼𝐼𝑁𝑁𝑛𝑛}𝑎𝑎 4.4 
 
Onde os termos −[𝑀𝑀]{?̈?𝑢}𝑎𝑎 e −[𝐶𝐶]{?̇?𝑢}𝑎𝑎 do lado esquerdo da equação 4.3 cancelam os 
termos {𝐹𝐹𝐼𝐼}𝑎𝑎 e {𝐹𝐹𝐷𝐷}𝑎𝑎 do lado direto, respectivamente. 
Na análise dinâmica, a matriz [K] é atualizada a cada passo de tempo para garantir 
uma boa aproximação da variação da rigidez, visto que são considerados grandes 
deslocamentos e rotações. 
 
Para a análise estática, a equação de equilíbrio estático é obtida tomando-se a 
velocidade e a aceleração nulas conforme expresso pela equação 4.5. 
 [𝐾𝐾(𝑢𝑢)]{𝑢𝑢} = {𝐹𝐹𝐸𝐸𝐸𝐸𝑛𝑛} 4.5 
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Para garantir uma boa convergência, na análise estática a força é imposta de forma 
incremental a cada iteração até atingir o seu valor total FEXT na última iteração. A matriz de 
rigidez [K] é atualizada a cada iteração utilizando o método de Newton-Raphson. 
 
Para a integração da equação dinâmica 4.4 utiliza-se o método de Hilbert, Hughes e 
Taylor (HHT). Esse método considera uma média ponderada das forças relativas ao início e 
ao final do intervalo de tempo. Ele é considerado incondicionalmente estável para problemas 
lineares e possui um amortecimento numérico desprezível para modos de vibração cujo 
período (Tn) é superior a dez vezes o valor do passo de tempo (∆t), ou seja, para ∆t/Tn < 0,1. 
Porém para modos que apresentam relação ∆t/Tn > 0,1, o amortecimento numérico cresce 
exponencialmente. Se a relação ∆t/Tn < 0,1 for mantida, o método HHT apresenta vantagem 
em comparação com o tradicional método de integração de Newmark o qual resulta em um 
amortecimento numérico significativo para qualquer ∆t/Tn. 
Aplicando o método de integração numérica HHT, a equação de equilíbrio 4.4 passa a 
ser expressa como: 
 [𝑀𝑀]{?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + [𝐶𝐶]{?̇?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + (1 + 𝛼𝛼)[𝐾𝐾]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎{∆𝑢𝑢}    = (1 + 𝛼𝛼){𝐹𝐹}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 − 𝛼𝛼{𝐹𝐹}𝑎𝑎 − {𝑅𝑅}𝑎𝑎 4.6 
 
Onde {F} é o vetor de forças externas aplicadas (mesmo que {FEXT} na equação 4.4) e 
{R} é o vetor de forças elásticas resistentes (mesmo que {FINT} na equação 4.4).  
A média ponderada das forças relativas ao início e ao final do intervalo de tempo é 
dada pelo termo (1 + 𝛼𝛼)({𝐹𝐹}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 − {𝑅𝑅}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎) − 𝛼𝛼({𝐹𝐹}𝑎𝑎 − {𝑅𝑅}𝑎𝑎) onde o termo {R}t+∆t quando 
substituído por sua equação equivalente em termos do incremento de deslocamentos,  {𝑅𝑅}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 = [𝐾𝐾]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎{∆𝑢𝑢} + {𝑅𝑅}𝑎𝑎, resulta na forma vista na equação 4.6. 
A constante α é função das constantes β e ϒ do método de integração de Newmark: 
 
𝛽𝛽 = 14 (1 − 𝛼𝛼)2 4.7a 
𝛾𝛾 = 12 − 𝛼𝛼 4.7b 
−
13 ≤ 𝛼𝛼 ≤ 0 4.7c 
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O valor de α = -0,1 é utilizado (HILBERT, HUGHES e TAYLOR, 1977) resultando 
em valores de β = 0,3025 e ϒ = 0,6. 
Os valores de velocidade e deslocamento no método HHT são calculados conforme o 
método de Newmark (BATHE, 1996) com os valores de β e de ϒ citados anteriormente: 
 {?̇?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 = {?̇?𝑢}𝑎𝑎 + [(1 − 𝛾𝛾){?̈?𝑢}𝑎𝑎 + 𝛾𝛾 {?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎]∆𝑛𝑛  4.8 
{𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 = {𝑢𝑢}𝑎𝑎 + {?̇?𝑢}𝑎𝑎∆𝑛𝑛 + ��12 − 𝛽𝛽� {?̈?𝑢}𝑎𝑎 + 𝛽𝛽{?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎� ∆𝑛𝑛2  4.9 
 
Isolando-se o termo {?̈?𝑢}𝑛𝑛+∆𝑛𝑛 na equação 4.9 e utilizando-se a equação 4.8, a equação 
4.6 pode ser reescrita a fim de se obter a equação discreta do equilíbrio dinâmico integrada no 
intervalo de tempo ∆t: 
              (𝑎𝑎0[𝑀𝑀] + 𝑎𝑎1[𝐶𝐶] + (1 + 𝛼𝛼)[𝐾𝐾]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎){∆𝑢𝑢}    = (1 + 𝛼𝛼){𝐹𝐹}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 + [𝑀𝑀](𝑎𝑎2{?̇?𝑢}𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3{?̈?𝑢}𝑎𝑎)                     + [𝐶𝐶](𝑎𝑎4{?̇?𝑢}𝑎𝑎 − 𝑎𝑎5{?̈?𝑢}𝑎𝑎) − 𝛼𝛼{𝐹𝐹}𝑎𝑎 − {𝑅𝑅}𝑎𝑎 4.10 
 
Onde as constantes a0 a a5 valem: 
 
𝑎𝑎0 = 1𝛽𝛽∆𝑛𝑛2 𝑎𝑎1 = 𝛾𝛾𝛽𝛽∆𝑛𝑛 
4.11 𝑎𝑎2 = 1𝛽𝛽∆𝑛𝑛 𝑎𝑎3 = 12𝛽𝛽 − 1 
𝑎𝑎4 = 𝛾𝛾𝛽𝛽 − 1 𝑎𝑎5 = � 𝛾𝛾2𝛽𝛽 − 1� ∆𝑛𝑛 
 
A equação 4.10 apresenta a forma de um sistema linear do tipo [A]{∆u} = {B}. A 
solução desta equação corresponde a solução de um problema não-linear estático (como o 
visto na equação 4.5) e é resolvida através de método incremental-iterativo utilizando-se 
Newton-Raphson. Aplicando-se o método incremental-iterativo podemos reescrever a 
equação 4.10 para a k-ésima iteração: 
  
82 
              �𝑎𝑎0[𝑀𝑀]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1[𝐶𝐶]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 + (1 + 𝛼𝛼)[𝐾𝐾]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 �{∆∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘=  (1 + 𝛼𝛼)�{𝐹𝐹}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎  − {𝑅𝑅}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 �+ [𝑀𝑀]�−𝑎𝑎0{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 +  𝑎𝑎2{?̇?𝑢}𝑎𝑎 + 𝑎𝑎3{?̈?𝑢}𝑎𝑎�                     + [𝐶𝐶]�−𝑎𝑎1{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑎4{?̇?𝑢}𝑎𝑎 + 𝑎𝑎5{?̈?𝑢}𝑎𝑎�                                         
− 𝛼𝛼({𝐹𝐹}𝑎𝑎 − {𝑅𝑅}𝑎𝑎) 
4.12 
 
Onde {∆∆u} é a variação dos deslocamentos incrementais. 
A equação 4.12 pode ser reescrita na forma de um problema linear como visto na 
equação 4.13. 
  �𝐾𝐾��
𝑎𝑎+∆𝑎𝑎
𝑘𝑘 {∆∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 } = {𝐹𝐹�}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘  4.13 
 
Onde �𝐾𝐾��
𝑎𝑎+∆𝑎𝑎
 é a matriz de rigidez efetiva e {𝐹𝐹�}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 é o vetor de forças efetivo, dadas 
pelas equações 4.14 e 4.15, respectivamente. 
  
�𝐾𝐾��
𝑎𝑎+∆𝑎𝑎
𝑘𝑘 =  𝑎𝑎0[𝑀𝑀]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1[𝐶𝐶]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 + (1 + 𝛼𝛼)[𝐾𝐾]𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘  4.14 
                �𝐹𝐹��
𝑎𝑎+∆𝑎𝑎
𝑘𝑘 =  (1 + 𝛼𝛼)�{𝐹𝐹}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎  − {𝑅𝑅}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 �+ [𝑀𝑀]�−𝑎𝑎0{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 +  𝑎𝑎2{?̇?𝑢}𝑎𝑎 + 𝑎𝑎3{?̈?𝑢}𝑎𝑎�                     + [𝐶𝐶]�−𝑎𝑎1{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑎4{?̇?𝑢}𝑎𝑎 + 𝑎𝑎5{?̈?𝑢}𝑎𝑎�                                         
− 𝛼𝛼({𝐹𝐹}𝑎𝑎 − {𝑅𝑅}𝑎𝑎) 
4.15 
 
A solução da equação 4.13 é dado por: 
 {∆∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 = ��𝐾𝐾��𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 �−1 {𝐹𝐹�}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘  4.16 
 
No fim de cada iteração k deve ser feita a totalização dos deslocamentos incrementais 
da seguinte forma: 
 {∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 = {∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘−1 + {∆∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘  4.17 
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Em seguida é feita a verificação de convergência para {∆u} para que ocorra a condição 
de parada ({∆∆u} tende a zero). Assim que o valor de {∆u} é convergido, pode-se calcular o 
valor da velocidade e da aceleração no instante t+∆t através das equações 4.18 e 4.19. 
 {?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 = 𝑎𝑎0{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2{?̇?𝑢}𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3{?̈?𝑢}𝑎𝑎  4.18 {?̇?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 = {?̇?𝑢}𝑎𝑎 + 𝑎𝑎6{?̈?𝑢}𝑎𝑎 + 𝑎𝑎7{?̈?𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎  4.19 
 
Onde as constantes a6 e a7 valem: 
 
𝑎𝑎6 = (1 − 𝛾𝛾)∆𝑛𝑛 𝑎𝑎7 = 𝛾𝛾∆𝑛𝑛 4.20 
 
Na Figura 4.2 está esquematizado o procedimento de cálculo para a análise dinâmica 
do programa ANFLEX. Primeiramente é executada uma análise estática a fim de obter a 
configuração deformada da estrutura devido as forças estáticas que a mesma está submetida, 
como, por exemplo, peso, empuxo, tração ou compressão e arrasto. Em seguida as constantes 
de integração a0 a a7 são calculadas. O vetor de aceleração inicial ({?̈?𝑢}0) é estimado através 
das forças iniciais ({F}0 e {R}0) resultantes do fim da análise estática. O vetor de velocidades 
({?̇?𝑢}𝑎𝑎) é inicialmente zerado ({?̇?𝑢}0 = 0). 
Terminados os procedimentos de inicialização, inicia-se o loop nos instantes de tempo. 
Para cada passo de tempo o vetor de deslocamentos incrementais ({∆u}) é zerado. É então 
iniciado o loop das iterações para determinação dos vetores {∆u}, {ü} e {u̇} para cada passo 
de tempo. As iterações iniciam-se com o cálculo da matriz de rigidez efetiva ([K�]) dada pela 
equação 4.14. [K�] é atualizada a cada iteração pois ocorre a atualização da parte geométrica da 
matriz de rigidez [K] devido aos deslocamentos {∆u}. Em seguida calcula-se o vetor de forças 
efetivo ([𝐹𝐹�]) dado pela equação 4.17. O sistema linear dado pela equação 4.16 é então 
resolvido e o valor da variação do deslocamento incremental ({∆∆𝑢𝑢}) para a iteração atual é 
encontrado. Em seguida é feita a totalização dos deslocamentos incrementais somando-se a 
parcela {∆∆𝑢𝑢}  ao valor acumulado de {∆𝑢𝑢}  até a presente iteração. Neste ponto a 
convergência do método iterativo de Newton-Raphson é verificada para deslocamentos e 
forças como sugere as equações 4.21 e 4.22. 
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 ||{∆∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎𝑘𝑘 }||||{∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎1 }|| ≤  𝜀𝜀𝐷𝐷 4.21 
 ||�𝐹𝐹��
𝑎𝑎+∆𝑎𝑎
𝑘𝑘−1 }||||�𝐹𝐹��
𝑎𝑎+∆𝑎𝑎
1 }|| ≤  𝜀𝜀𝐹𝐹 4.22 
 
Onde εD e εF são as tolerâncias de deslocamento e força, respectivamente. εD é 
normalmente tomado como 1.10-3 e εF = 10εD. O símbolo || || significa a norma euclidiana que 
para o vetor {∆𝑢𝑢} é dada por: 
 
�|{∆𝑢𝑢}|� = �∆𝑢𝑢(1)2 + ∆𝑢𝑢(2)2 + ⋯+ ∆𝑢𝑢(𝑖𝑖)2  4.23 
 
Se a convergência é alcançada para {∆𝑢𝑢}𝑎𝑎+∆𝑎𝑎 então calcula-se os valores da aceleração 
e da velocidade no passo de tempo atual através das equações 4.18 e 4.19, respectivamente. 
Caso a convergência não seja alcançada na iteração atual uma nova iteração será necessária, 
incrementando-se o índice k. Se um número máximo de iterações é atingido (Nitmax) haverá 
um erro de convergência e a simulação será abortada. A cada passo de tempo os valores de 
deslocamento, velocidade e aceleração são calculados até que se atinja o tempo de simulação 
estipulado. 
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Figura 4.2 – Fluxograma de cálculo da análise dinâmica do programa ANFLEX. Adaptado de 
Tsukada (TSUKADA, 2013). 
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4.1.3. Cálculo das Frequências Naturais e Modos de Vibrar 
As frequências naturais e os modos de vibrar são obtidos através de uma análise de 
vibração livre. Nessa análise um problema de autovalor e autovetor deve ser resolvido para o 
sistema conforme mostra a equação 4.24. No programa ANFLEX o método do subespaço 
(BATHE, 1996) é utilizado para resolução do problema de vibração livre. Como entrada para 
o simulador deve ser fornecido o número de modos de vibrar que serão calculados.  
 ([𝑀𝑀]{𝜔𝜔2} − [𝐾𝐾]) [Ψ] = 0 4.24 
 
Onde [M] é a matriz de massa do sistema e [K] é a matriz de rigidez. {ω} é o vetor de 
autovalores ou frequências naturais e [Ψ] é a matriz de autovetores ou modos de vibrar da 
estrutura. 
As matrizes de massa e rigidez são obtidas após uma análise estática inicial a fim de 
obter a configuração deformada da estrutura devido ao carregamento estático. A matriz de 
massa leva em conta a massa adicional previamente definida para todo o comprimento da 
estrutura através do coeficiente de massa adicional (Ca). No presente trabalho considera-se a 
variação do coeficiente de massa adicional em função da velocidade reduzida (VRn) ao longo 
da estrutura. Portanto, para as mais diversas situações de correnteza incidente, o coeficiente 
de massa adicional deixa de ser constante para toda a estrutura e passa a ser calculada 
conforme o valor de velocidade reduzida em cada segmento da estrutura. A matriz de massa é 
modificada quando o valor da massa adicional é alterado, modificando também as frequências 
naturais e modos de vibrar do sistema.   
 
4.2.  Aspectos Gerais da Rotina de Cálculo da VIV para Direção Transversal 
O simulador numérico estrutural no domínio do tempo para análises dinâmicas de 
tubulações offshore, ANFLEX, discutido na seção 4.1, foi modificado e estendido para 
considerar análises de VIV. Para isso, rotinas foram desenvolvidas e implementadas dentro do 
simulador seguindo-se uma metodologia cujo objetivo é o cálculo dos esforços impostos à 
estrutura devido à ação do desprendimento de vórtices. Depois de calculado, o carregamento 
hidrodinâmico devido ao fenômeno de VIV é então somado ao vetor de forças externas que 
atuam na estrutura. 
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A força de sustentação imposta pelo fenômeno de desprendimento de vórtices, FL, 
pode ser decomposta em duas componentes: uma em fase com a velocidade da estrutura (FLv) 
e outra em fase com a aceleração (FLa) conforme é expresso na equação 4.25. FL, FLv e FLa são 
dadas por unidade de comprimento. 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝑛𝑛) = 𝐹𝐹𝐿𝐿𝑚𝑚(𝑛𝑛) + 𝐹𝐹𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑛𝑛) 4.25 
 
Recorrendo a equação 3.10 para um cilindro rígido vibrando na direção cross-flow, é 
possível determinar FLv e FLa em função dos coeficientes de excitação, Cdv, e de inércia, Cmv, 
respectivamente: 
  
𝐹𝐹𝐿𝐿𝑚𝑚(𝑛𝑛) = 12 𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛) 4.26 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑛𝑛) = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜔𝜔𝑠𝑠𝑛𝑛) 4.27 
 
Como discutido na seção 3.2, a componente FLv está associada com a entrada ou saída 
de energia do sistema enquanto que a componente FLa está associada com a inércia. Nas 
regiões do riser excitadas pela VIV, há entrada de energia e a componente FLv será 
denominada de força de sustentação de excitação (FLe). FLe é calculada de acordo com a 
equação 4.26, porém Cdv será chamado de CLe no presente trabalho. CLe será determinado 
através de curvas empíricas publicadas na literatura técnica. Como FLe é calculada para 
condição de lock-in, então ωs será da pela frequência de oscilação ω = 2πf. Assim FLe será 
expressa conforme a equação 4.28: 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑛𝑛) 4.28 
 
Em regiões não excitadas, há saída de energia e FLv será denominada de força de 
sustentação de amortecimento (FLd). Para o cálculo de FLd, duas situações em que ocorre 
amortecimento devem ser consideradas: aquela para regiões em águas calmas (ausência de 
correnteza) e aquela para regiões sujeitas a ação de correnteza. Para as regiões em águas 
calmas, FLd será dada pela equação de Morison. Já para as regiões onde há presença de 
correnteza, FLd será calculada através de um modelo de amortecimento empírico. De acordo 
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com esse modelo, FLd será oposta a velocidade da estrutura ( ?̇?𝑦 ) e proporcional a um 
coeficiente de amortecimento empírico (CLd) conforme é expresso na equação 4.29. Maiores 
detalhes para o cálculo de FLe e FLd serão dados ao longo da seção 4.4 mais adiante. 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿𝑑𝑑(𝑛𝑛) = −𝐶𝐶𝐿𝐿𝑑𝑑?̇?𝑦(𝑛𝑛) 4.29 
 
A componente inercial da força de sustentação, FLa, é determinada em função do 
coeficiente de massa adicional, Ca. Utilizando as equações 4.27 e 3.18, FLa pode ser escrita em 
função da massa adicional: 𝐹𝐹𝐿𝐿𝑎𝑎 = 𝑚𝑚𝑎𝑎?̈?𝑦(𝑛𝑛) . Nesse caso 𝑚𝑚𝑎𝑎 = 𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚/2𝑦𝑦0𝜔𝜔2 . No 
presente trabalho, ma será dado em função de Ca conforme expresso na equação 4.30. Ca será 
calculado através de dados empíricos publicados na literatura. 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑛𝑛) = − 14𝜋𝜋𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓2𝐶𝐶𝑎𝑎?̈?𝑦(𝑛𝑛) 4.30 
 
O esquema da Figura 4.3 mostra as equações de FL propostas pela presente abordagem 
para três situações distintas: força de amortecimento para regiões de águas calmas, força de 
amortecimento para regiões sob ação de correnteza e força de excitação. FL é determinada 
localmente, ou seja, as condições de escoamento e as propriedades estruturais e 
hidrodinâmicas são computadas para cada elemento do riser. 
A metodologia de cálculo dos esforços de VIV consiste de duas etapas. A primeira 
etapa precede a análise dinâmica e será chamada de pré-análise. A pré-análise tem por 
objetivo principal estimar a frequência dominante da VIV e o valor de Ca para cada posição 
da estrutura. Além desses dois parâmetros, a fase inicial da força de sustentação é estimada 
para cada posição da estrutura. A fase da força é importante pois determina o comprimento 
das regiões em que a esteira de vórtices está correlacionada, gerando um carregamento de 
mesma fase. Os parâmetros estimados na pré-análise corresponderão ao estado inicial da VIV, 
servindo como ponto de partida para a análise dinâmica. 
Na segunda etapa a análise dinâmica no domínio do tempo é realizada. Durante toda a 
análise, um critério de lock-in é verificado para cada posição da estrutura, considerando-se 
assim possíveis mudanças nos comprimentos das regiões excitadas e não excitadas pela VIV 
com o decorrer do tempo. Nas zonas excitadas, a intensidade da força de excitação, FLe, é 
calculada e sua frequência e fase inicial são ajustadas para que a força permaneça em fase 
com a velocidade de oscilação do riser. Já para as regiões não excitadas onde há presença de 
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correnteza, o coeficiente de amortecimento da força é calculado e a força é aplicada em 
oposição à velocidade da estrutura. Para as regiões não excitadas que se encontram em águas 
calmas, a força de amortecimento será dada pela equação de Morison. Na direção in-line 
considera-se somente a amplificação da força média de arrasto devido à vibração cross-flow. 
O fator de amplificação de arrasto é calculado através de uma equação obtida de resultados 
experimentais com cilindros flexíveis. 
 
 
Figura 4.3 – Equação geral para a força de sustentação devido ao desprendimento de vórtices em 
regiões de excitação e amortecimento conforme abordagem proposta pelo presente trabalho. 
 
De forma geral, as considerações a seguir resumem a metodologia de análise da VIV 
no domínio do tempo do presente trabalho: 
 Somente vibrações na direção cross-flow são consideradas. 
 Aplica-se o método dos elementos finitos para discretização da estrutura. Para cálculo 
do esforço é utilizado o método das seções (ou “Strip Theory”) em que cada elemento 
finito está sujeito a um escoamento bidimensional.  
 Efeitos tridimensionais do escoamento são desprezados. 
 A VIV ocorre somente devido a presença de correnteza uniforme e não-uniforme. 
Portanto, não são considerados nesse trabalho os efeitos de ondas e movimentos 
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impostos pela plataforma. No entanto o algoritmo desenvolvido é capaz de considerar 
casos com perfis de correnteza variáveis no tempo. 
 A faixa de Reynolds considerada pertence ao regime subcrítico (300 < Re < 2.105) de 
escoamento, pois os coeficientes hidrodinâmicos da força de sustentação são obtidos a 
partir de resultados experimentais em que as condições do escoamento mantiveram-se 
dentro do regime subcrítico. 
 Dependendo do perfil de correnteza, algumas regiões da estrutura estarão sujeitas ao 
regime de lock-in enquanto outras serão regiões de amortecimento. O lock-in é 
estabelecido se o valor de VR estiver entre limites pré-determinados: VR(e)min ≤ VR ≤ 
VR(e)max, caso contrário a VIV caracterizará um amortecimento. Os valores padrões de 
VR(e)min = 4 e VR(e)max = 8 são utilizados, porém esses valores podem ser alterados 
conforme necessário. 
 A estrutura pode conter várias zonas excitadas pelo desprendimento de vórtices (zonas 
que ocorrem lock-in) sendo que cada zona estará excitada em uma única frequência 
dominante. 
 O coeficiente hidrodinâmico da força de excitação é calculado com base em resultados 
empíricos para experimentos com cilindro rígido forçado a oscilar somente na direção 
cross-flow. O coeficiente é função da amplitude de resposta adimensional, ACF/D, e da 
velocidade reduzida, VR. 
 Para zonas não-excitadas, a força de amortecimento será dada pela equação de 
Morison para águas calmas (U=0) ou será proporcional a um fator de amortecimento 
quando o valor de VR estiver abaixo ou acima dos valores limites para ocorrência do 
lock-in (0 < VR ≤ VR(e)min ou VR > VR(e)max). 
 A massa adicional para cada posição do riser é estimada de forma empírica 
calculando-se o coeficiente de massa adicional, Ca, em função do valor local de VRn. O 
valor de Ca ao longo da estrutura é estimado na pré-análise e permanece constante ao 
longo da análise dinâmica. 
 Para direção in-line, considera-se a amplificação do arrasto devido a vibração cross-
flow. O coeficiente de arrasto in-line (CD) será dado pela multiplicação do coeficiente 
de arrasto para cilindro estacionário (CD0 - ver seção 3.5.1) e um fator de amplificação 
de arrasto calculado em função da amplitude da VIV na direção cross-flow, ACF/D. 
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4.3. Pré-análise: Estimativa de Ca e da Frequência da VIV 
O primeiro propósito da pré-análise é estimar as frequências naturais e os modos de 
vibrar da estrutura considerando o efeito da VIV. Experimentos demonstram que a vibração 
da estrutura altera as características do escoamento ao seu redor, modificando por 
consequência o valor da massa adicional ao longo da mesma. A variação da massa adicional 
irá alterar, portanto, os valores das frequências naturais (fn) da estrutura em relação àquelas 
encontradas para águas calmas, conforme discutido na seção 3.3 deste trabalho. Essas 
frequências naturais modificadas são chamadas de frequências naturais verdadeiras (fnm). No 
lock-in a frequência de desprendimento de vórtices (fs) coincide com a frequência de vibração 
da estrutura (f) que por sua vez será igual a sua frequência natural verdadeira. A massa 
adicional é computada através do coeficiente de massa adicional (Ca) conforme a equação 
2.10. Ca é obtido em função da velocidade reduzida (VRn) que cada região da estrutura está 
submetida. Assim, sabendo-se o valor de Ca ao longo da estrutura é possível determinar as 
frequências naturais verdadeiras em uma análise de vibração livre. Na seção 4.3.1 a seguir 
será discutido o procedimento para determinação de Ca em função de VRn. 
Após determinar as frequências naturais verdadeiras, o valor de VR é calculado para 
cada posição do riser com o objetivo de se estimar as regiões excitadas e não excitadas. Em 
regiões excitadas, energia estará sendo fornecida do fluido para o riser. Assim, essas regiões 
são chamadas de zonas de power-in. Já nas regiões não excitadas, uma dissipação de energia 
do riser caracteriza uma zona de power-out. Para que uma região esteja em power-in, o valor 
de VR deve estar dentro de uma faixa de excitação, caso contrário a região estará em power-
out.   
Um perfil de correnteza não-uniforme poderá excitar mais de uma frequência natural 
verdadeira. Para a determinação de qual frequência será dominante sobre as outras, um 
método de seleção baseado na energia do modo de vibrar é utilizado. O método de seleção da 
frequência natural verdadeira dominante ao longo da estrutura será discutido na seção 4.3.2 
que segue. Para as regiões não excitadas, a frequência dominante inicial é adotada como a 
frequência de Strouhal (ver equação 2.6). 
A Figura 4.4 apresenta o fluxograma da rotina de pré-análise discutido nesta seção. Os 
primeiros quatro passos da pré-análise são baseados no procedimento de Tsukada 
(TSUKADA, 2013) para predição das VIV em risers em catenária. 
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Figura 4.4 – Fluxograma para a rotina de pré-análise. “s” representa a posição da estrutura. 
 
De posse dos valores de Ca ao longo da estrutura assim como as frequências e modos 
dominantes excitados de cada região da estrutura, inicia-se a análise dinâmica. Os modos de 
vibrar dominantes de cada região são utilizados no cálculo da fase inicial da força de 
sustentação, estabelecendo assim as regiões em que a força está correlacionada. No decorrer 
da simulação, frequência e fase serão atualizados conforme o comportamento dinâmico da 
estrutura. Já os valores de Ca ao longo da estrutura são adotados constantes ao longo da 
análise.  
4.3.1. Estimativa de Ca ao Longo da Estrutura 
Trabalhos experimentais com cilindro rígido como os realizados por Gopalkrishnan 
(GOPALKRISHNAN, 1993) e Sarpkaya (SARPKAYA, 1978) evidenciaram a variação da 
massa adicional devido à vibração do cilindro. No presente trabalho a variação da massa 
adicional é computada através da variação do coeficiente de massa adicional, Ca. Nesse 
sentido são utilizados os resultados do trabalho experimental de Vikestad (VIKESTAD, 1998) 
com cilindro rígido suportado por molas e livre para vibrar na direção transversal. No seu 
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trabalho, Vikestad averiguou a relação entre Ca e VRn. VRn é a velocidade reduzida calculada 
utilizando-se a frequência natural da estrutura em águas calmas (fn) e a velocidade da 
correnteza normal ao eixo do cilindro (UN). Vikestad também verificou que a vibração do 
cilindro coincide com sua frequência natural calculada considerando-se o valor de Ca para a 
VRn que o experimento foi conduzido. A frequência natural modificada pela variação de Ca foi 
chamada de frequência natural verdadeira (fnm). Mais informações sobre o experimento de 
Vikestad podem ser encontradas na seção 3.3 deste trabalho.  
A curva utilizada no presente trabalho para a obtenção de Ca em função de VRn pode 
ser vista na Figura 4.5. Para construção da curva utilizou-se uma interpolação do tipo spline 
cúbica entre os pontos obtidos no experimento de Vikestad. Esse tipo de interpolação garantiu 
uma transição suave entre os pontos.  
É importante ressaltar que a curva de CaxVRn foi obtida considerando-se um cilindro 
vibrando somente na direção transversal a correnteza e, portanto, deve ser utilizada para VIV 
transversal, como é o caso do presente trabalho. 
Para o caso de correnteza não-uniforme e/ou seção não-uniforme ao longo do cilindro, 
o valor de Ca depende localmente do valor de VRn em cada segmento do riser. Nesse sentido, 
calcula-se VRn(s) e obtém-se Ca(s), onde s representa uma determinada posição ao longo do 
eixo do riser.   
 
 
Figura 4.5 – Curva Ca x VRn: (□) Dados experimentais obtidos por Vikestad (VIKESTAD, 1998). (---) 
Curva ajustada utilizada no presente trabalho.  
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O cálculo de Ca(s) é realizado em uma análise de vibração livre, após efetuada uma 
análise estática do problema. O procedimento para obtenção de Ca(s) é descrito abaixo: 
 Calcula-se as i frequências naturais referentes à direção cross-flow (fn,i) do sistema 
considerando-se Ca(s) para águas calmas (Ca(s) = 1,0) para toda estrutura.  
 De posse das fn,i calcula-se VRn(s) para cada frequência natural (VRn,i(s) = 
UN(s)/fn,iD(s)). 
 Calcula-se Ca,i(s) para VRn,i(s) através da curva Ca x VRn  vista na Figura 4.5. Caso 
VRn,i(s) esteja fora dos limites definidos pela curva adota-se o valor de Ca para o 
limite (Ca,i(s) = 5,42 para 0 < VRn,i(s) < 3,45 e Ca,i(s) = -0,6 para VRn,i(s) > 13,15). 
Caso a região da estrutura esteja em águas calmas (U = 0, VRn,i(s) = 0) o valor de 
Ca é mantido para águas calmas (Ca,i(s) = 1,0). 
 
De posse de Ca,i(s), obtém-se as frequências naturais verdadeiras através de análises de 
vibração livre para cada frequência natural i. Com as frequências naturais verdadeiras e os 
seus respectivos modos de vibrar, seleciona-se a frequência dominante para cada seção do 
riser conforme a metodologia descrita na seção 4.3.2 a seguir. A frequência natural verdadeira 
que predominar em cada seção estará associada a um valor de Ca, determinando assim uma 
distribuição de massa adicional ao longo do riser.  
A variação de Ca ao longo da estrutura será utilizada na análise dinâmica e 
permanecerá constante durante toda a análise. Essa aproximação é adotada pois a atualização 
de Ca ao longo do tempo poderia trazer instabilidades ao algoritmo de cálculo da força de 
sustentação. Além disso, para computar o novo valor de Ca seria necessário executar uma 
nova análise de vibração livre a cada mudança das frequências naturais da estrutura, o que 
seria inviável do ponto de vista computacional.  
4.3.2. Estimativa das Frequências Dominantes ao Longo da Estrutura  
Nas regiões de power-in a ação do desprendimento de vórtices faz com que o fluido 
forneça energia para a vibração do riser. Para se identificar as regiões de power-in, é 
importante prever as frequências de vibração da estrutura que poderão ser excitadas pelo 
desprendimento de vórtices. De acordo com Bourguet et al. (BOURGUET, KARNIADAKIS 
e TRIANTAFYLLOU, 2011), as zonas de power-in localizam-se principalmente em regiões 
em que ocorre o lock-in enquanto que zonas de power-out concentram-se em regiões em que o 
lock-in não ocorre. Portanto, a condição de lock-in é usada para determinar as frequências de 
oscilação potencialmente excitadas que definirão as zonas de power-in. 
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No presente trabalho a condição de lock-in depende do valor local de VR conforme 
proposto por Swithenbank (SWITHENBANK e VANDIVER, 2007). Assim, se o valor de VR 
para uma determinada posição do riser se encontrar dentro de uma faixa de excitação, então 
esta posição estará em lock-in e consequentemente dentro de uma zona de power-in. A faixa 
de VR de excitação será dada por VR(e)min ≤ VR ≤ VR(e)max, onde VR(e)min e VR(e)max são os 
valores mínimo e máximo de VR para ocorrência do lock-in. Baseado nos resultados 
experimentais de Gopalkrishnan (GOPALKRISHNAN, 1993), os valores padrões de VR(e)min 
e VR(e)max adotados são 4,0 e 8,0, respectivamente, podendo ser modificados para cada caso 
conforme necessário. 
No lock-in a frequência de desprendimento de vórtices (fs) coincide com a frequência 
de vibração da estrutura (f). Como o riser vibrará em uma de suas frequências naturais 
modificadas pela influência da massa adicional (fnm), as frequências potencialmente excitadas 
devem ser selecionadas do conjunto de frequências fnm. Conhecendo-se a faixa de VR em que 
ocorre o lock-in, as frequências naturais verdadeiras excitadas são selecionadas conforme a 
faixa dada pela equação 4.31: 
 
𝑈𝑈𝑁𝑁(𝑎𝑎)
𝑉𝑉𝑅𝑅(𝐿𝐿)𝐿𝐿𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑎𝑎) ≤ 𝑓𝑓𝑛𝑛𝐿𝐿 ≤ 𝑈𝑈𝑁𝑁(𝑎𝑎)𝑉𝑉𝑅𝑅(𝐿𝐿)𝐿𝐿𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑎𝑎)𝑓𝑓(𝑎𝑎) 4.31 
 
Para o caso de correnteza não-uniforme ou para cilindros muito flexíveis cujas 
frequências naturais encontram-se bem próximas, mais de uma frequência natural pode ser 
excitada para uma mesma posição do cilindro. Em outras palavras, para uma dada posição do 
cilindro, s, pode haver mais de uma frequência natural verdadeira que se encontra dentro dos 
limites de excitação estabelecidos pela equação 4.31. Nesse caso, uma frequência fnm 
dominante será selecionada utilizando-se para isso uma classificação dos modos de vibrar em 
termos de energia de excitação. O procedimento de seleção da frequência dominante é 
descrito a seguir. 
Cada frequência fnm potencialmente excitada estará ativa dentro de uma zona ao longo 
do riser. Essa zona é chamada de zona de excitação para a frequência fnm e representa a região 
ao longo da estrutura em que fnm está excitada devido ao fenômeno de desprendimento de 
vórtices. A presença de mais de uma frequência excitada para uma mesma região do cilindro 
causará a sobreposição das zonas de excitação de cada frequência. A Figura 4.6 ilustra a 
sobreposição das zonas excitadas ao longo de um riser vertical de seção transversal uniforme 
sujeito a uma correnteza não-uniforme. O eixo horizontal à direita representa os valores de VR 
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para cada frequência fnm. Nota-se que as quatro primeiras frequências naturais verdadeiras 
estão excitadas pois encontram-se na faixa de VR definida para ocorrência do lock-in. Cada 
frequência está ativa dentro de uma zona de excitação que ocupa uma determinada região do 
riser. Seguindo da parte inferior do riser em direção a parte superior nota-se a sobreposição 
das zonas 3 & 4, 2 & 3 e 1 & 2. Na região superior do riser nenhuma frequência é excitada e 
essa região encontra-se, portanto, em power-out.    
 
 
Figura 4.6 – Sobreposição das zonas excitadas de cinco frequências naturais verdadeiras obtidas 
para um riser de seção transversal constante sujeito a um perfil de correnteza não-uniforme. 
Adaptado de Larsen (LARSEN, LIE, et al., 2009). 
 
Apesar de mais de uma frequência natural verdadeira estar excitada em regiões de 
sobreposição de zonas, experimentos comprovaram que a resposta é dominada por uma única 
frequência (LIE, LARSEN e VANDIVER, 1997). Essa frequência dominante será a 
frequência da oscilação da resposta naquela região (f(s)).  Experimentos mais recentes 
(SWITHENBANK e VANDIVER, 2007) identificaram que a resposta de riser flexíveis irão 
consistir em um processo estocástico, em que a frequência dominante para cada posição irá 
variar no tempo, alternando entre a frequências excitadas que possuem energia próxima. No 
presente trabalho, a rotina de pré-análise irá determinar uma única frequência dominante para 
cada posição da estrutura enquanto que na análise dinâmica essa frequência dominante poderá 
sofrer variações conforme a resposta dinâmica da estrutura.  
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A metodologia utilizada na pré-análise para definir a prioridade de cada frequência fnm 
excitada em regiões de sobreposição é a mesma proposta por Larsen (LARSEN, ZHAO e 
LIE, 2012). O método consiste em classificar as frequências excitadas de acordo com um 
parâmetro de energia (Ez). Ez é expresso na equação 4.32: 
 
𝐸𝐸𝑧𝑧 = � 𝑈𝑈𝑁𝑁3(𝑎𝑎)
𝐿𝐿𝑒𝑒,𝑧𝑧 𝑓𝑓2(𝑎𝑎) �𝐴𝐴𝑓𝑓�𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑=0 𝑑𝑑𝑎𝑎 4.32 
 
Onde Ez é o parâmetro de excitação para a zona z, Le,z é o comprimento da zona 
excitada z e (A/D)Cdv=0 é a amplitude adimensional quando o coeficiente de excitação Cdv é 
nulo. O termo (A/D)Cdv=0 é utilizado para ordenar as frequências nos casos de correnteza 
uniforme e diâmetro constante ao longo da estrutura. (A/D)Cdv=0 depende do valor local de VR 
conforme visto na Figura 4.7. 
 
 
Figura 4.7 – Curva (A/D)Cdv=0 x VR utilizada no cálculo do parâmetro de excitação Ez para seleção 
da frequência dominante ao longo de um riser sujeito à VIV. Dados retirados de Larsen (LARSEN, 
LIE, et al., 2009). 
 
Depois de calculado o valor de Ez para cada zona excitada, compara-se seus valores 
nas regiões de sobreposição. A frequência cuja zona possuir o maior Ez será considerada a 
frequência dominante para aquela região da estrutura. O resultado da seleção das frequências 
dominantes para o riser da Figura 4.6 é ilustrada na Figura 4.8. Após calculado o parâmetro 
Ez para cada uma das zonas da Figura 4.6, compara-se seus valores nas regiões de 
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sobreposição a fim de obter a frequência excitada dominante. Assim, três frequências naturais 
verdadeiras (fnm,1, fnm,2 e fnm,3) dominam a resposta para três regiões diferentes do riser. 
Portanto, a frequência de oscilação para cada posição, f(s), e consequentemente a de 
desprendimento de vórtices, fs(s), será a frequência natural verdadeira dominante obtida para 
a posição.  
 
 
Figura 4.8 – Resultado da seleção da frequência dominante em zonas de excitação sobrepostas para o 
riser da Figura 4.6. Adaptado de Larsen (LARSEN, LIE, et al., 2009). 
 
A Figura 4.9 ilustra a frequência de oscilação, f(s), o coeficiente de massa adicional, 
Ca(s) e a fase inicial da força de sustentação de excitação, α(s), para a região de power-in do 
exemplo da Figura 4.8. A frequência f(s) para cada posição do riser corresponde as 
frequências dominantes encontradas previamente. Ca(s) é computado associando-se para cada 
posição o valor de Ca que foi utilizado para o cálculo da frequência dominante fnm daquela 
posição. Já a fase inicial da força de sustentação, α(s), é computada através do modo de vibrar 
para a zona dominante correspondente. α(s) determina o sentido de aplicação da força de 
excitação na direção cross-flow e estabelece, portanto, os comprimentos de correlação do 
desprendimento de vórtices ao longo da estrutura.  
Nas regiões de power-out, a frequência da força de amortecimento será dada pela 
frequência de Strouhal, fst(s) = St(s)UN(s)/D(s) sendo St(s) calculado pelas equações 2.7 a 2.9. 
Já o sentido da força será adotado como positivo. O valor de Ca(s) para regiões em 
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amortecimento será adotado de acordo com os resultados obtidos no trabalho experimental de 
Gopalkrishnan com cilindro rígido forçado a oscilar (GOPALKRISHNAN, 1993): 
 Se 0 < VR = UN/fstD < VR(e)min então Ca = 1,2 
 Se VR = UN/fstD > VR(e)max então Ca = -0,6 
A Figura 4.10 ilustra os valores de frequência, Ca e fase inicial da força para o caso 
hipotético de duas regiões de power-out de um riser vertical sujeito ao fenômeno de VIV.  
As regiões em que não há correnteza (U = 0) também resultarão em zonas de 
amortecimento. Nesse caso, a força de amortecimento será dada pela equação de Morison (ver 
seção 4.4.3). Já o valor de Ca é considerado para águas calmas: 
 Se VR = 0 (UN = 0) então Ca = 1,0 
 
A análise dinâmica é então iniciada considerando-se as condições iniciais de 
frequência e fase inicial para a força de sustentação assim como a distribuição de Ca 
encontrados pela rotina de pré-análise. Vale ressaltar que o modelo de excitação e 
amortecimento utilizado na análise dinâmica f(s) e α(s) conforme o comportamento dinâmico 
da estrutura. Nas regiões de power-in ambos os parâmetros são recalculados a cada passo de 
tempo de modo que a força de excitação seja aplicada em fase com a velocidade da estrutura. 
Nas regiões de power-out f(s) será dada pela frequência de vibração da estrutura e α(s) será tal 
que o sentido da força de amortecimento seja oposto aquele da velocidade da estrutura. 
Detalhes serão discutidos nas seções 4.4.1 e 4.4.3 a seguir. 
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Figura 4.9 – Frequência de resposta f(s), coeficiente de massa adicional Ca(s) e fase inicial da força 
α(s) para as regiões excitadas do riser vertical do exemplo da Figura 4.8. 
 
 
Figura 4.10 - Frequência de resposta f(s), coeficiente de massa adicional Ca(s) e fase inicial da força 
α(s) para as regiões de amortecimento de um riser vertical hipotético sujeito à VIV. 
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4.4. Procedimento de Cálculo da Força de VIV Transversal no Domínio do 
Tempo 
A rotina de pré-análise teve por objetivo identificar as possíveis regiões de power-in e 
power-out ao longo da estrutura. Para cada região, o coeficiente de massa adicional, Ca(s), a 
frequência de oscilação, f(s), e a fase inicial da força de sustentação, α(s), foram estimados 
considerando-se o caso de múltiplos modos serem excitados pela ação de desprendimento de 
vórtices. Esses parâmetros compõe o estado inicial para a rotina de cálculo da força dinâmica 
de sustentação, FL. O valor de Ca(s) estimado previamente permanecerá constante ao longo do 
tempo enquanto que f(s) e α(s) serão reajustados a cada passo de tempo. Portanto, a 
componente de FL em fase com a aceleração da estrutura, FLa, permanecerá constante 
enquanto que a componente em fase com a velocidade, FLv, (responsável pela excitação ou 
amortecimento) será ajustada conforme a variação da resposta dinâmica da estrutura. Assim, 
f(s) e α(s) serão reajustados de forma que FLv esteja em fase com a velocidade da estrutura.  
A variação de f(s) ocasionará uma variação de VR. Uma região de excitação pode 
tornar-se uma região de amortecimento e vice-versa dependendo da variação de VR. Assim, a 
rotina da dinâmica verifica constantemente o valor de VR para atualizar a condição de lock-in 
para cada posição da estrutura. 
A Figura 4.11 apresenta o fluxograma da rotina de cálculo para a força dinâmica FLv 
para cada posição do riser. Para cada passo de tempo os valores locais de amplitude e 
frequência dominante de oscilação são identificados. Esses dois parâmetros são utilizados 
posteriormente no cálculo dos coeficientes hidrodinâmicos da força de sustentação. Em 
seguida, a condição de lock-in é verificada através do cálculo de VR. Como na pré-análise, se 
o valor de VR estiver dentro da faixa de excitação considerada então a posição encontra-se em 
regime de lock-in e, consequentemente, dentro de uma região de power-in. Para as regiões em 
power-in calcula-se a força de excitação, FLe. A intensidade de FLe é proporcional a um 
coeficiente de excitação (CLe) calculado utilizando-se resultados experimentais publicados na 
literatura. Já a fase de FLe é modificada para ser a mesma da velocidade da estrutura. Essa 
modificação é realizada ao longo de uma janela de tempo para garantir uma transição suave 
da fase da força. Para as regiões de power-out calcula-se a força de amortecimento, FLd, em 
função do valor de VR. Para águas calmas (U=0) a equação de Morison é utilizada. Para as 
regiões fora do limite de excitação, a força é aplicada em oposição à velocidade da estrutura e 
possui intensidade proporcional ao módulo da velocidade multiplicado por um coeficiente de 
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amortecimento (CLd) calculado utilizando-se resultados empíricos publicados na literatura. 
Finalmente calcula-se a amplificação da força média de arrasto in-line. 
O procedimento de cálculo de FLe é discutido nas seções 4.4.1 e 4.4.2. Já o 
procedimento de cálculo de FLd é discutido na seção 4.4.3. A seção 4.5 discute o cálculo da 
amplificação do arrasto in-line. 
 
 
Figura 4.11 – Fluxograma da rotina dinâmica para cálculo das forças de excitação e amortecimento 
para cada posição da estrutura devido ao fenômeno de desprendimento de vórtices.  
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4.4.1. Determinação da Força de Excitação em Zonas Excitadas (FLe) 
A ação do desprendimento de vórtices gera uma força de sustentação ou força de lift 
(FL) que atua na direção transversal a correnteza e ao eixo da estrutura (direção cross-flow ou 
CF). No presente trabalho, o cálculo de FL considera o método das seções (“Strip Theory”), 
em que cada elemento finito do cilindro está sujeito a um escoamento bidimensional. Assim, 
o desprendimento de vórtices é considerado um fenômeno local e os efeitos tridimensionais 
causados pela interação entre os vórtices de dois elementos consecutivos são desconsiderados. 
Como FL é calculada para cada elemento finito da estrutura, seu valor é somado ao vetor de 
forças externas {F} da equação 4.12 do equilíbrio dinâmico para o respectivo elemento.   
FL é composta de duas componentes: uma em fase com a velocidade da estrutura, FLv, 
e outra em fase com a aceleração, FLa. A componente FLa é calculada através do coeficiente de 
massa adicional, Ca, obtido pela rotina de pré-análise. Já a componente FLv é calculada 
conforme a condição de lock-in. Se o valor local de VR estiver dentro de uma faixa de 
excitação considerada para ocorrência do lock-in (ver seção 4.3.2) então FLv será uma força de 
excitação, FLe, e fornecerá energia para a vibração da estrutura. Nas regiões em que não há 
ocorrência de lock-in FLv será uma força de amortecimento, FLd, e irá retirar energia do 
sistema. No presente trabalho Fv é calculada de forma semi-empírica baseada em resultados 
experimentais com cilindros rígidos e flexíveis encontrados na literatura técnica. 
A força de excitação FLe é modelada como uma força harmônica caracterizada por 
uma frequência dominante (f) e com intensidade proporcional ao coeficiente de sustentação 
de excitação (CLe) conforme é expresso na equação 4.33.  
 
𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑚𝑚) = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁(𝑚𝑚)2 𝑓𝑓(𝑚𝑚)𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑚𝑚)𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (2𝜋𝜋𝑓𝑓(𝑚𝑚)𝑛𝑛) 4.33 
 
FLe é dada por unidade de comprimento do riser. (i) é o índice do elemento finito, ρw é 
a densidade da água, UN é a velocidade da correnteza normal ao eixo do elemento, D é o 
diâmetro externo, CLe é o coeficiente de excitação, f é a frequência de oscilação e t é o tempo. 
A frequência de oscilação de FLe é a mesma da vibração da estrutura já que no lock-in a 
frequência de desprendimento de vórtices coincide com a frequência de vibração da estrutura 
(fs = f). 
 
A equação 4.34 considera que fase angular da força FLe é a mesma da velocidade. 
Devido a variação do comportamento dinâmico da estrutura, os valores de frequência e fase 
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inicial da velocidade podem variar no tempo. Nesse caso uma expressão geral para a fase 
angular da força torna-se mais conveniente, já que uma diferença de fase pode surgir: 𝜃𝜃𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿 =2𝜋𝜋𝑓𝑓𝐹𝐹𝑛𝑛 + 𝛼𝛼. Para que FLe permaneça em fase com a velocidade, um processo de sincronização 
é necessário. Esse processo de sincronização será discutido mais adiante nesta seção.  
No início da análise dinâmica (t=0), a força de excitação será chamada de FLe0. Ela 
terá uma frequência f0 estimada previamente na pré-análise considerando a variação da massa 
adicional ao longo da estrutura (ver seção 4.3.2). A fase inicial de FLe0 é dada inicialmente por 
α0, também determinada pela rotina de pré-análise. CLe inicial, CLe0, é constante para as 
regiões excitadas e possui um valor pré-determinado antes do início da simulação. A Figura 
4.12 ilustra a força FLe0 ao longo de um segmento de riser vertical hipotético. Após o início da 
análise dinâmica, a estrutura irá vibrar devido a ação da força FLe0 e a fase entre força e 
velocidade não será a mesma, necessitando-se realizar uma sincronização entre ambas. O 
intervalo de tempo entre o início da análise dinâmica e o início da sincronização entre força e 
velocidade é dado por 0 ≤ t < tsinc.  
A partir do momento que o processo de sincronização é iniciado, a fase da força FLe é 
levada de forma gradual ao valor da fase da velocidade de forma a obter uma transição suave. 
O processo de sincronização continua até que todas as regiões excitadas tenham força e 
velocidade em fase. Quando isso ocorrer um suposto regime permanente é atingido. A fase da 
velocidade no tempo será dada por 𝜃𝜃𝑉𝑉 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 e a fase da força FLe no tempo será 𝜃𝜃𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿 =2𝜋𝜋𝑓𝑓𝐹𝐹𝑛𝑛 + 𝛼𝛼. A diferença de fase entre FLe e velocidade ao longo do tempo é dada por ∆θ = θv – 
θFLe. O objetivo da sincronização é levar ∆θ para muito próximo de zero, resultando em α = 0 
e fv = fF = f.  
O intervalo de tempo em que é feita a sincronização entre força e velocidade até que se 
atinja o regime permanente é dado por tsinc ≤ t < treg.perm. A Figura 4.13 ilustra a condição para 
a força e a velocidade para esse intervalo. Após efetuada a sincronização, é suposto um 
regime permanente, t ≥ treg.perm, em que força e velocidade estarão em fase, ou seja, α = 0 e fv 
= fF = f. O esquema da Figura 4.14 sugere essa situação. Para que força e velocidade 
permaneçam em fase, o método de sincronização continua ativo durante todo o restante da 
simulação. 
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Figura 4.12 – Força e velocidade CF para a zona excitada antes do início da sincronização de fase.  
f 0 e α0 foram estimados na rotina de pré-análise. O riser é representado no tempo t=0.  
 
 
Figura 4.13 – Força e velocidade CF para a zona excitada durante a sincronização de fase. Ambas 
apresentam uma defasagem de ∆θ = θv – θFLe radianos, onde θv = 2πfvt e θFLe = 2πfFt + α. 
 
106 
 
 
Figura 4.14 – Força e velocidade CF para a zona excitada após a sincronização de fase. Ambas 
possuem a mesma frequência e a mesma fase (∆θ = θv – θFLe = 0). 
 
A função do algoritmo de sincronização é modificar ao longo do tempo a fase e a 
frequência da força de excitação, FLe, para que a fase da força acompanhe a fase da velocidade 
da estrutura. A metodologia implementada para sincronização de força e velocidade está 
baseada no Método de Prony e no uso de um controlador do tipo Phase-Locked Loop (PLL). 
O primeiro objetivo do método de sincronização é obter com precisão e em tempo real 
a frequência e a fase da velocidade para cada posição da estrutura. Para isso uma análise da 
série temporal discreta da velocidade torna-se necessária. São encontrados na literatura vários 
métodos para se determinar a composição harmônica de um sinal discreto amostrado 
uniformemente, sendo um destes métodos a transformada rápida de Fourier. Porém uma 
análise de Fourier da série temporal não é desejada para a aplicação atual em tempo real pois 
necessita de grandes quantidades de amostras além de demandar grande esforço 
computacional. Para a aplicação atual, a técnica mais apropriada para caracterização de um 
sinal discreto através de sua série temporal é através do uso de modelos exponenciais 
determinísticos. Modelos exponenciais objetivam representar uma série temporal 
uniformemente discretizada como uma soma de um número predeterminado de senóides 
amortecidas ou não-amortecidas. No presente trabalho o método de Prony será utilizado. Esse 
método é similar ao método auto-regressivo de média móvel ARMA (Auto-Regressive 
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Moving Average) porém a resposta é obtida de forma determinística. Sua grande vantagem é 
caracterizar de forma muito precisa um sinal discreto através de uma amostra pequena da sua 
série temporal, ou seja, informações precisas são retiradas de um conjunto pequeno de pontos 
amostrados. Isso permite ao método ser utilizado em aplicações que necessitam análises em 
tempo real. Uma abordagem similar utilizando o método de Prony em um simulador de 
predição de esforços de VIV no domínio do tempo é vista no trabalho de Grant (GRANT, 
LITTON, et al., 2000). 
O método de Prony ajusta a uma amostra da série temporal de um sinal real discreto 
uma soma de cossenóides amortecidas como mostra a equação 4.34. O algoritmo de Prony irá 
determinar a amplitude, frequência e a fase das IP componentes exponenciais harmônicas que 
irão aproximar o sinal. Detalhes do algoritmo são encontrados no Apêndice B deste texto.  
 
𝑥𝑥[𝑖𝑖] ≈ �𝐴𝐴𝑞𝑞𝑅𝑅𝜎𝜎𝑞𝑞𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑞𝑞=1
cos (2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑞𝑞𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜑𝜑𝑞𝑞)  4.34 
 
Onde x é uma amostra de N pontos (0 ≤ n ≤ N-1) da série temporal do sinal discreto X. 
IP é o número predeterminado de componentes harmônicas que representarão o sinal. Aq é a 
amplitude da componente q, σq é o coeficiente de amortecimento, fq é a frequência, ϕq é a fase 
inicial. T é o período de amostragem ou, no caso, o passo de tempo. O algoritmo de Prony irá 
determinar os IP parâmetros Aq, σq, fq, ϕq. 
Utilizando o algoritmo de Prony, a velocidade de cada posição da estrutura pode ser 
escrita conforme a equação 4.35. O algoritmo necessita de uma janela de tempo (Tsp) do 
histórico de velocidade. É através dessa janela de tempo que serão estimados os parâmetros 
Av, σv, fv, ϕv para cada componente harmônica q. O número de componentes harmônicas, IP, 
deve ser determinado previamente. O método é aplicado a cada passo de tempo para cada 
posição da estrutura para que as informações da velocidade sejam obtidas em tempo real. 
Quanto maiores os valores de Tsp e IP maior é o esforço computacional requerido pelo 
algoritmo. Assim, para a escolha desses dois parâmetros, a abordagem adotada segue as 
seguintes premissas:  
 A janela do histórico de tempo adotada, Tsp, tem tamanho fixo e corresponde a um 
múltiplo (k) do maior período de excitação estimado para a estrutura na pré-análise 
(Tsp = k/f(s)min). Para os casos simulados no presente trabalho, um múltiplo k = 5 
geralmente foi suficiente para o algoritmo fornecer uma boa aproximação do sinal. 
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 O número de componentes harmônicas, IP, adotado é no mínimo o número de 
frequências excitadas obtidas na pré-análise.  
 
?̇?𝑦[𝑖𝑖] ≈ �𝐴𝐴𝑚𝑚𝑞𝑞𝑅𝑅𝜎𝜎𝑑𝑑𝑞𝑞𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑞𝑞=1
cos (2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑚𝑚𝑞𝑞𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜑𝜑𝑚𝑚𝑞𝑞)  4.35 
 
O método de Prony também é utilizado para determinar a frequência e a amplitude do 
deslocamento, y(t), de cada posição da estrutura. Para o caso de uma resposta multimodal, a 
seleção da frequência de vibração dominante torna-se necessária para sincronização entre 
força de excitação e velocidade. Assim como na pré-análise, a frequência dominante será dada 
pela componente harmônica q do deslocamento que possuir maior energia. Para isso o cálculo 
da amplitude RMS de cada componente de y(t) é realizado para a janela de amostragem do 
algoritmo, Tsp. O valor de amplitude RMS para um sinal discreto x[n] de N amostras é dado 
pela equação 4.36. A componente com maior amplitude RMS será a componente dominante. 
Já a harmônica dominante para a velocidade será a mesma que a encontrada para o 
deslocamento.  
 
𝑥𝑥𝑅𝑅𝑀𝑀𝑅𝑅 = �1𝑁𝑁�𝑥𝑥[𝑖𝑖]2𝑁𝑁
𝑛𝑛=1
  4.36 
 
Frequência e amplitude da componente dominante do deslocamento são utilizadas para 
calcular os valores atualizados de VR, do coeficiente hidrodinâmico de excitação CLe e do 
fator de amplificação do arrasto (ηDA). Para esses cálculos deve-se utilizar uma amplitude 
equivalente não amortecida, A (σ = 0) ao invés de uma amplitude amortecida, AeσnT (onde 
σ ≠ 0), como é fornecido pelo algoritmo de Prony. Assim, a amplitude equivalente será dada 
pela amplitude RMS (equação 4.36) da componente harmônica dominante multiplicada por 
√2. Dessa forma, é mantida a relação de energia entre a amplitude amortecida e a amplitude 
equivalente. 
 
Uma vez que a frequência e a fase da velocidade foram determinadas pelo método de 
Prony, a sincronização da força de excitação com a velocidade é realizada através de um 
controlador do tipo PLL. A partir desse ponto do texto, o controlador será chamado somente 
de PLL para facilitar sua citação.  
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O PLL é um sistema regulador que na abordagem do presente trabalho consiste em um 
filtro digital de segunda ordem de malha fechada. Esse loop de segunda ordem é projetado 
para levar a zero o erro de fase temporal (∆θ) entre um sinal oscilatório e um sinal de 
referência. Detalhes sobre o PLL utilizado nesse trabalho podem ser encontrados no Apêndice 
C. O uso do PLL é necessário para que a sincronização entre força e velocidade seja suave ao 
invés de instantânea. Se a fase da força sofrer um salto em um curto intervalo de tempo, 
harmônicas de alta frequência podem ser introduzidas no sistema na forma de ruído.  
 A entrada para o controlador no tempo t consiste no erro de fase entre força e 
velocidade, ∆θ. A fase da força é referente ao passo de tempo anterior t-∆t, já que o PLL 
fornecerá a nova fase no instante t. Dessa forma, para o instante t: 
- O método de Prony fornece a fase temporal da velocidade: 𝜃𝜃𝑚𝑚(𝑎𝑎) = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑎𝑎)𝑛𝑛 + 𝜑𝜑𝑚𝑚(𝑎𝑎)  
- A fase temporal da força é referente ao instante de tempo anterior t-∆t: 𝜃𝜃𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑎𝑎−∆𝑎𝑎) =2𝜋𝜋𝑓𝑓𝐹𝐹(𝑎𝑎−∆𝑎𝑎)(𝑛𝑛 − ∆𝑛𝑛) + 𝛼𝛼(𝑎𝑎−∆𝑎𝑎) 
- A entrada do controlador consiste no erro de fase: ∆𝜃𝜃(𝑎𝑎) = 𝜃𝜃𝑚𝑚(𝑎𝑎) − 𝜃𝜃𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑎𝑎−∆𝑎𝑎)   
De posse do erro de fase, o PLL calcula a fase temporal da força para o instante t, 
𝜃𝜃𝐹𝐹𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑎𝑎). A diferença de fase entre força e velocidade ∆θ é gradualmente ajustada a zero em um 
intervalo de tempo definido pelos parâmetros do loop do controlador. Esses parâmetros 
podem ser ajustados para que a sincronização seja suave. No presente trabalho eles são 
fixados em valores padrões (ver Apêndice C) e apresentaram bons resultados. Quando ∆θ é 
zerado, a frequência da força será igual àquela da velocidade que corresponderá a frequência 
de vibração dominante da estrutura, f. O PLL é ativado no tempo t = tsinc e permanece ativo 
até o final da simulação para garantir que a força permaneça em fase com a velocidade.  
A Figura 4.15 mostra o fluxograma do processo de sincronização entre força e 
velocidade para uma posição da estrutura no instante de tempo t. Uma amostra de tamanho 
Tsp do histórico da velocidade da estrutura é fornecida ao algoritmo de Prony no tempo t. O 
algoritmo aproxima a série temporal fornecida como uma soma de IP cossenóides 
amortecidas. Se a velocidade possui um espectro com mais de uma harmônica, a frequência 
dominante é escolhida avaliando-se a amplitude RMS de cada uma das q componentes 
cossenoidais na janela de tempo Tsp. A componente que tiver o maior valor RMS de 
amplitude é considerada a componente dominante e sua frequência, fv, e fase inicial, ϕv, são 
utilizadas no cálculo da fase da velocidade no tempo t, θv(t). A fase da força é referente ao 
passo de tempo anterior: θFLe(t-∆t). Com os valores das fases da força e da velocidade, calcula-
se a diferença de fase ∆θ = θv(t) -  θFLe(t-∆t) para entrada no controlador PLL. Como saída, o 
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PLL fornece a fase da força no tempo t. Com a ação do PLL, essa fase tende a se igualar à 
fase da velocidade ao longo de um intervalo de tempo predeterminado.  Quando isso ocorrer 
(∆θ = 0) a sincronização entre força e velocidade é atingida. 
 
 
Figura 4.15 – Fluxograma do processo de sincronização entre força e velocidade. Determinação da 
frequência e da fase da força para uma posição da estrutura no instante de tempo t. 
 
4.4.2. Cálculo do Coeficiente Hidrodinâmico para a Força de Excitação (CLe) 
Como discutido na seção 4.4.1, as regiões do riser onde ocorre o lock-in serão 
excitadas por uma a força em fase com a velocidade cross-flow da estrutura (FLe) dada pela 
equação 4.34. A intensidade de FLe é função do coeficiente hidrodinâmico de excitação, CLe. 
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Geralmente, CLe é obtido de forma empírica medindo-se a força de excitação em ensaios 
experimentais com cilindro rígido submetido ao regime subcrítico de escoamento (300 < Re < 
2.105).  
O presente trabalho utiliza valores empíricos de CLe baseados no experimento 
realizado por Gopalkrishnan com cilindro rígido forçado a oscilar somente na direção cross-
flow (GOPALKRISHNAN, 1993). Os valores de CLe encontrados por Golpalkrishnan 
resultados são amplamente utilizados em simuladores semi-empíricos de predição da VIV na 
direção cross-flow. Gopalkrishnan em seu trabalho mediu a força de sustentação (FL) para 
vários ensaios experimentais em que variou sistematicamente a amplitude (ACF) e a 
frequência da oscilação do cilindro (f). De posse das medidas das forças foi possível criar uma 
base de dados para o coeficiente hidrodinâmico da força de excitação. Essa base de dados foi 
apresentada como de linhas de contorno para CLe em função da amplitude adimensional 
(ACF/D) e da frequência adimensional (fhat = 1/VR = fD/UN) como pode ser visto na Figura 
4.16. 
 
 
Figura 4.16 – Coeficiente hidrodinâmico de excitação CLe (Re = 10.000). Retirado de Gopalkrishnan 
(GOPALKRISHNAN, 1993). 
 
Observando-se as curvas de CLe obtidas por Gopalkrishnan nota-se que os valores de 
CLe ≥ 0 encontram-se no intervalo de frequência adimensional 0,125 ≤ fhat ≤ 0,3 (3,3 ≤ VR ≤ 
8,0). É nesse intervalo que o desprendimento de vórtices pode fornecer energia à oscilação da 
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estrutura. Nota-se também que para amplitudes maiores que 0,8D o valor de CLe passa a ser 
negativo, caracterizando um amortecimento ou dissipação de energia pelo sistema. Essa 
mudança de excitação para amortecimento quando a oscilação atinge grandes amplitudes é 
uma característica típica do fenômeno de VIV. Portanto, a excitação além de limitada a uma 
faixa de VR é também autolimitada em amplitude. 
 
 
Figura 4.17 – Curva característica para o coeficiente de excitação CLe em função de ACF/D. A curva é 
definida por duas parábolas definidas pelos pontos A-B e B-C. 
Adaptado de (LARSEN, LIE, et al., 2009). 
 
No presente trabalho, a curva característica para obtenção do valor de CLe é dada em 
função da amplitude adimensional, ACF/D, e pode ser vista na Figura 4.17. Essa curva 
consiste de duas parábolas, sendo uma delas determinada pelos pontos A e B e a outra pelos 
pontos B e C. Para determinação dessas parábolas, os parâmetros CLe(max), CLe(A/D=0), 
(ACF/D)CLemax e (ACF/D)CLe=0 são obtidos através de suas respectivas curvas em função de VR 
vistas na Figura 4.18.  Os dados que determinam a curva CLe x ACF/D proveem do mapa de 
CLe de Gopalkrishnan incluindo algumas modificações nas amplitudes máximas a fim de 
considerar dados obtidos no trabalho de Vikestad (VIKESTAD, 1998) com cilindros 
flexíveis. A mesma abordagem é usada em simuladores no domínio da frequência como 
VIVAVA (LARSEN, LIE, et al., 2009) e SHEAR7 (VANDIVER e LI, 1999). Na Figura 4.19 
são vistas algumas curvas características de CLe x ACF/D para valores de VR compreendidos 
na faixa de lock-in adotada.  
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Nota-se que para o ponto C da curva da Figura 4.17 o valor de CLe passa a ser 
negativo, caracterizando um amortecimento.  Conforme discutido anteriormente, essa troca de 
excitação para amortecimento irá autolimitar a amplitude de oscilação a um valor máximo. 
 
 
Figura 4.18 – Parâmetros em função de VR para construção da curva característica CLe x ACF/D da 
Figura 4.17. Adaptado de (LARSEN, LIE, et al., 2009). 
 
 
Figura 4.19 – Curvas CLe X ACF/D para valores de VR dentro da faixa de lock-in considerada. 
 
O valor de CLe é calculado a partir do início da sincronização entre força e velocidade 
no tempo tsinc (ver seção 4.4.1). Se t < tsinc o valor de CLe é adotado constante, sendo seu valor 
definido antes do início da simulação. 
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A cada passo de tempo, o valor de CLe é calculado para cada posição da estrutura da 
seguinte forma: 
 O método de Prony (ver seção 4.4.1) é utilizado para estimar a amplitude, ACF, e 
de frequência de oscilação dominante, f, da resposta do deslocamento da estrutura. 
 O valor de VR é calculado (VR = UN/fD) e caso a posição esteja em lock-in 
(VR(e)min ≤ VR ≤ VR(e)max), os parâmetros para a construção da curva CLe x ACF/D 
da Figura 4.17 são obtidos conforme a curva da Figura 4.18.  
 Definida a curva CLe x ACF/D, o valor de CLe é obtido conforme o valor atual de 
amplitude ACF. 
 
Vale ressaltar que as curvas dos parâmetros que definem a curva CLe x ACF/D podem 
ser modificadas conforme necessário para corresponder a uma nova base de dados.  A base de 
dados de Gopalkrishnan utilizada no presente trabalho foi levantada em experimentos com Re 
= 10.000. Conforme discutido na seção 3.2, o valor de CLe depende de VR, A/D, Re e da 
rugosidade do riser, k. Porém no regime subcrítico de escoamento (300 < Re < 2.105), o 
número de Reynolds e a rugosidade têm pouca influência na alteração de CLe, podendo este 
ser dado somente em função de VR e A/D (HUANG e KITNEY, 2009). No regime crítico e 
supercrítico os valores de CLe certamente sofrerão alterações, necessitando assim de uma nova 
base de dados, conforme ressaltado na seção 3.5.2.  
4.4.3. Determinação da Força de Amortecimento em Zonas Não-Excitadas (FLd) 
O problema de VIV para um cilindro exposto a correnteza pode ser considerado como 
um problema de balanço de energia: forças de excitação (FLe) em regiões de power-in 
fornecem ao sistema a mesma quantidade de energia que é dissipada pelas forças de 
amortecimento (FLd) em regiões de power-out e por outras fontes de amortecimento (como o 
amortecimento estrutural). O presente trabalho considera que uma região de power-out ocorre 
quando:  
1) O valor de VR não se encontra dentro da faixa considerada para o lock-in: 0 ≤ VR 
< VR(e)min ou VR > VR(e)max. 
2) O valor de VR se encontra dentro da faixa de lock-in, porém o valor de amplitude 
da vibração excede um determinado limite e a região antes excitada passa a ser 
uma região de amortecimento.  
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A condição 2) caracteriza a VIV como uma vibração autolimitada em amplitude. 
Conforme discutido na seção 4.4.1, a equação para a força de amortecimento, FLd, nesse caso 
é a mesma da força de excitação (equação 4.34) porém com o coeficiente CLe negativo. 
A força de amortecimento para as regiões que se enquadram na condição 1) é 
determinada para duas situações:  
- Caso 1.1): Regiões de águas calmas, ou seja, onde não há correnteza (U=0). 
- Caso 1.2): Regiões de baixa e alta velocidade reduzida. 
 
 Caso 1.1) – FLd para VR = 0 (U = 0) 
As regiões da estrutura que não estão sujeitas a ação de correnteza irão vibrar impondo 
um amortecimento. Um cilindro oscilando em águas calmas (U=0) é similar ao caso de um 
cilindro sujeito a um escoamento oscilatório, como o de ondas (GOVARDHAN e 
WILLIAMSON, 2006). Nesse caso, FLd será dada conforme a equação semi-empírica de 
Morison (MORISON, O’BRIEN, et al., 1950). 
A equação da força hidrodinâmica de Morison para uma estrutura flexível sujeita a um 
escoamento oscilatório consiste na soma de três componentes: uma componente de arrasto em 
fase com a velocidade relativa entre fluido e estrutura, outra inercial em fase com a aceleração 
relativa entre fluido e estrutura e uma última relativa ao gradiente de pressão chamada de 
Froude-Krylov. A força de Morison por unidade de comprimento é expressa pela equação 
4.37. 
 
𝐹𝐹𝑀𝑀𝑀𝑀𝑎𝑎𝑚𝑚𝑠𝑠𝑀𝑀𝑛𝑛 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓|𝑈𝑈 − 𝑣𝑣|(𝑈𝑈 − 𝑣𝑣)𝐶𝐶𝐷𝐷 + 14𝜋𝜋𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓2�?̇?𝑈 − ?̇?𝑣�𝐶𝐶𝑎𝑎 + 14𝜋𝜋𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓2?̇?𝑈 4.37 
 
Onde ρw é a densidade da água e D é o diâmetro externo do cilindro. U e ?̇?𝑈 são a 
velocidade e a aceleração do fluido, respectivamente. 𝑣𝑣  e ?̇?𝑣  são a velocidade local e a 
aceleração local do cilindro, respectivamente. CD é o coeficiente de arrasto e Ca é o 
coeficiente de massa adicional. 
Fazendo U=0 na equação 4.37 e considerando a força somente para a direção cross-
flow, chega-se a equação 4.41 para cada elemento finito: 
 
𝐹𝐹𝑀𝑀𝑀𝑀𝑎𝑎𝑚𝑚𝑠𝑠𝑀𝑀𝑛𝑛(𝑚𝑚)(𝑈𝑈 = 0) = −�12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓(𝑚𝑚)�?̇?𝑦(𝑚𝑚)�?̇?𝑦(𝑚𝑚)𝐶𝐶𝐷𝐷 + 14𝜋𝜋𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓(𝑚𝑚)2 ?̈?𝑦(𝑚𝑚)𝐶𝐶𝑎𝑎� 4.38 
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Onde (i) é o índice do elemento finito. ?̇?𝑦 é a velocidade cross-flow e ?̈?𝑦 é a aceleração 
cross-flow de resposta da estrutura. 
A força de amortecimento por unidade de comprimento, FLd, é dada pela primeira 
parcela de FMorison(U=0) conforme é expresso pela equação 4.42. A segunda parcela é a 
componente inercial, FLa, da força de sustentação FL. 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿𝑑𝑑(𝑚𝑚) = − 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓(𝑚𝑚)�?̇?𝑦(𝑚𝑚)�?̇?𝑦(𝑚𝑚)𝐶𝐶𝐷𝐷 4.39 
 
Os valores de CD e Ca podem ser encontrados na literatura, como no livro Sumer e 
Fredsoe (SUMER e FREDSOE, 1997). No presente trabalho os valores adotados para Ca e CD 
na condição de águas calmas são 1,0 e 1,2 respectivamente.  
 
 Caso 1.2) – FLd para 0 < VR < VR(e)min ou VR > VR(e)max: 
No caso de valores de VR abaixo ou acima dos limites definidos para excitação, a força 
FLd é calculada conforme o modelo de amortecimento proposto por Venugopal 
(VENUGOPAL, 1996). Na concepção de seu modelo, Venugopal considerou dados empíricos 
de amortecimento hidrodinâmico difundidos na literatura técnica para o regime subcrítico de 
escoamento. Dentre os trabalhos experimentais utilizados está o de Goplakrishnan 
(GOPALKRISHNAN, 1993). O modelo foi verificado experimentalmente por Vikestad 
(VIKESTAD, LARSEN e VANDIVER, 2000) e concluiu-se que o mesmo é conservativo, ou 
seja, apresenta valores menores de amortecimento em comparação com os resultados 
experimentais. 
De acordo com o modelo de amortecimento de Venugopal, FLd é função de um 
coeficiente de amortecimento (CLd) e da velocidade de resposta na direção cross-flow (?̇?𝑦) 
conforme visto na equação 4.40. FLd é dada por unidade de comprimento do riser. (i) é o 
índice do elemento finito. 
    
𝐹𝐹𝐿𝐿𝑑𝑑(𝑚𝑚) = −𝐶𝐶𝐿𝐿𝑑𝑑(𝑚𝑚)?̇?𝑦(𝑚𝑚) 4.40 
 
O valor de CLd na equação 4.40 é positivo e, portanto, FLd está em oposição à 
velocidade de resposta, amortecendo a oscilação da estrutura. O coeficiente CLd é dado para 
os casos de baixo e alto VR, conforme discutido a seguir. 
- CLd para baixos valores de VR (0 < VR < VR(e)min): 
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𝐶𝐶𝐿𝐿𝑑𝑑
𝑚𝑚𝑣𝑣 = 𝜋𝜋2𝑓𝑓𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓2 � 2√2
√𝑅𝑅𝑅𝑅𝑓𝑓
+ 𝐶𝐶𝑠𝑠𝑤𝑤 �𝐴𝐴𝐶𝐶𝐹𝐹𝑓𝑓 �2� + 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑓𝑓𝑈𝑈𝑁𝑁𝐶𝐶𝑚𝑚𝑣𝑣 4.41 
 
Onde f é a frequência de oscilação cross-flow dominante. 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑓𝑓 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑓𝑓2/𝜐𝜐 sendo ν a 
viscosidade cinemática da água. Csw é um valor constante encontrado por ajuste de curva e 
vale 0,25. Cvl também é constante e vale 0,36 conforme medidas experimentais.  
 
- CLd para altos valores de VR (VR > VR(e)max): 
 
𝐶𝐶𝐿𝐿𝑑𝑑
𝑚𝑚ℎ = 14𝜋𝜋 𝜌𝜌𝑤𝑤 𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓 𝐶𝐶𝑚𝑚ℎ 4.42 
 
Onde Cvh é constante e vale 0,40 conforme medidas experimentais.  
 
Vale ressaltar que a frequência de oscilação f para regiões não-excitadas onde há 
correnteza foi estimada para o início da análise dinâmica como a frequência de Strouhal para 
cilindro estacionário, fst. Essa aproximação é necessária para prever a força de amortecimento 
no momento inicial da simulação. Após o início da sincronização (t ≥ tsinc), o valor da 
frequência e de amplitude ACF/D para as regiões em amortecimento são estimados utilizando-
se o método de Prony, assim como é feito para as regiões excitadas (ver seção 4.4.1). 
Portanto, o valor de f passará de fst para o valor atualizado da frequência de oscilação 
dominante da estrutura.  
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4.5. Cálculo da Amplificação de Arrasto Devido a VIV 
Além da vibração cross-flow, o desprendimento de vórtices irá influenciar a força de 
arrasto média na direção in-line. Vários pesquisadores observaram em experimentos de 
campo e de laboratório que a força de arrasto in-line é amplificada quando um cilindro 
flexível está sujeito a VIV. 
Uma maneira de considerar a amplificação da força de arrasto para uma estrutura 
flexível é computar um fator multiplicativo para o coeficiente de arrasto observado para a 
estrutura estacionária sujeita a um escoamento. Esse fator de amplificação será denominado 
ηDA e o novo coeficiente de arrasto (CD) é expresso em função de ηDA e do coeficiente de 
arrasto para estrutura estacionária (CD0). Assim, CD pode ser expresso para cada elemento 
finito da estrutura (i) conforme a equação 4.43. 
 
𝐶𝐶𝐷𝐷(𝑚𝑚) = 𝜂𝜂𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑚𝑚)𝐶𝐶𝐷𝐷0(𝑚𝑚) 4.43 
  
O presente trabalho considera que a amplificação de arrasto para a direção in-line 
segue a formulação empírica proposta por Vandiver (VANDIVER, 1983). Essa formulação é 
bem difundida na indústria de óleo e gás e foi obtida através de um ajuste de curva para 
resultados encontrados em um experimento de campo com cilindros flexíveis longos sujeitos 
a correnteza uniforme. O fator de amplificação de arrasto, ηDA, sugerido por Vandiver é 
expresso na equação 4.44 para cada elemento finito da estrutura (i). 
 
𝜂𝜂𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑚𝑚) = 1 + 1,043�2𝐴𝐴𝐶𝐶𝐹𝐹𝑅𝑅𝑀𝑀𝑅𝑅(𝑚𝑚)𝑓𝑓(𝑚𝑚) �0,65 4.44 
 
Onde ACFRMS é o valor RMS da amplitude de oscilação cross-flow, ACF, dada por: 
𝐴𝐴𝐶𝐶𝐹𝐹𝑅𝑅𝑀𝑀𝑆𝑆 = (√2/2)𝐴𝐴𝐶𝐶𝐹𝐹 . Na Figura 4.20 o fator de amplificação ηDA é plotado em função da 
amplitude adimensional ACF/D para valores entre 0 e 1,5 utilizando-se a equação 4.44. 
 
Através das equações 4.43 e 4.44 o valor amplificado do arrasto para direção in-line é 
estimado para cada posição da estrutura dentro das regiões de excitação e de amortecimento 
onde há ação de correnteza. Para regiões de águas calmas ηDA = 1,0. O valor de CD0 na 
equação 4.43 pode ser estimado a partir da Figura 3.14 da seção 3.5.1 deste texto que 
apresenta valores empíricos encontrados na literatura técnica. 
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Vale ressaltar que apesar do fator de amplificação de arrasto ser calculado para a 
amplitude local como sugere a equação 4.44, ele foi estimado empiricamente por Vandiver 
baseado na medida da força de arrasto média total. Um estudo realizado por Jhingran 
(JHINGRAN, JAISWAL e VANDIVER, 2008) concluiu que de uma forma geral o uso local 
da formulação apresentada gera uma boa estimativa para o coeficiente de arrasto médio global 
da estrutura. Conforme resultados do estudo, aplicando-se a formulação das equações 4.43 e 
4.44, regiões excitadas apresentaram um valor de CD subestimado enquanto que em regiões 
não excitadas CD foi superestimado, resultando em uma boa aproximação quando se considera 
o arrasto médio ao longo de toda a estrutura.   
 
 
Figura 4.20 – Fator de amplificação de arrasto in-line em função da amplitude adimensional cross-
flow. Formulação sugerida por Vandiver (VANDIVER, 1983). 
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5. VERIFICAÇÃO DA METODOLOGIA DE ANÁLISE DE VIV 
Com o objetivo de verificar a metodologia proposta para predição da VIV, resultados 
de simulações numéricas foram comparados com resultados experimentais reportados na 
literatura. Primeiramente, quatro casos para um riser vertical sujeito a correnteza uniforme 
foram simulados e os resultados de deslocamento, curvatura, frequência da VIV dominante e 
modo de vibrar foram comparados com aqueles obtidos em laboratório. Além disso, também 
foi realizada uma comparação com resultados de simulação numérica de dois simuladores de 
predição de VIV muito utilizados na indústria de óleo e gás. 
Em um segundo momento resultados de simulação numérica foram comparados com 
resultados experimentais para um riser horizontal sujeito a correnteza não-uniforme. Três 
casos foram investigados e os resultados de deslocamento RMS, deformação RMS, 
frequência dominante da VIV e modo de vibrar foram comparados. 
5.1. Riser Sujeito a Ação de Correnteza Uniforme 
5.1.1. Descrição do Experimento 
O experimento com modelo de riser vertical exposto a correnteza uniforme realizado 
no tanque de provas da Delft Hydraulics (CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005a) foi utilizado 
para verificação da análise de VIV proposta neste trabalho. O experimento consistiu no estudo 
das VIVs in-line e cross-flow para um riser vertical tracionado de razão de aspecto L/D = 470 
e sujeito a correnteza uniforme de até 1m/s. Somente 45% do comprimento do riser foi 
exposta a correnteza e o restante permaneceu em águas calmas. A Figura 5.1 mostra o 
esquema para o experimento e a Tabela 5.1 apresenta as propriedades do riser. Em ambas as 
extremidades do tubo foram instaladas juntas universais sendo que na parte superior também 
foi instalado um conjunto de molas responsáveis pelo ajuste da tração imposta no topo do 
riser. 
Para medição das VIVs in-line e cross-flow 32 estações de extensômetros e 5 
acelerômetros foram distribuídos ao longo do riser. No topo e na extremidade inferior foram 
instaladas células de carga para medir as variações da tração e da força de arrasto. Os dados 
foram amostrados a 200Hz, uma taxa bem superior as frequências das VIVs encontradas no 
experimento. 
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Os resultados deste experimento também foram utilizados na comparação de 
algoritmos de predição de VIV utilizados na indústria. Nesse sentido, os dados das 
propriedades do riser juntamente com as condições de teste (velocidade da correnteza e tração 
de topo) foram enviadas às instituições que desenvolvem algoritmos para predição das VIVs. 
Resultados de deslocamentos, curvaturas, frequências e modos dominantes in-line e cross-
flow obtidos por 11 modelos numéricos diferentes foram comparados com os resultados do 
ensaio experimental. Essas comparações foram publicadas no trabalho de Chaplin et al. 
intitulado de “Blind Predictions” (CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005b).  
No presente trabalho resultados para 4 casos diferentes de velocidade de correnteza 
foram comparados com os resultados experimentais e com resultados numéricos de dois 
simuladores semi-empíricos: VIVANA (domínio da frequência) e ABAVIV (domínio do 
tempo).  Envoltórias de deslocamento máximo, curvaturas RMS, frequência e modo de vibrar 
dominantes para as VIVs cross-flow foram comparadas. Para a direção in-line considerou-se 
somente a envoltória do deslocamento médio obtido devido à amplificação do arrasto.  
 
 
Figura 5.1 – Esquema do experimento com modelo de riser vertical tracionado parcialmente sujeito a 
correnteza uniforme. Retirado de Chaplin (CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005a). 
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Tabela 5.1 – Propriedades do riser vertical da Figura 5.1. (CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005a) 
Diâmetro externo (D) 28 mm 
Comprimento (L) 13,12 m 
Rugosidade (k/D) 0 (liso) 
Massa (m) 1,85 kg/m 
Tubo inundado? Sim 
Razão de massa (inclusa massa interna do 
líquido) (m*) 3,0 
Peso submerso (Psub) 12,10 N/m 
Rigidez à Flexão (EI) 29,90 Nm² 
Rigidez Axial (EA) 5,88 MN 
Tração de topo (Ttop) em águas calmas 389 N 
Amortecimento Estrutural (ζ) 0,33 % do crítico 
Rigidez das molas de topo (K) 
11,40 kN/m 
26,70 kN/m 
38,10 kN/m 
Rigidez das molas de topo equivalente (Keq) 76,20 kN/m 
Faixa de Reynolds (Re) 2500 – 25000 
 
 
5.1.2. Resultados da Simulação Numérica 
O riser descrito na seção 5.1.1 foi modelado como uma estrutura flexível composta de 
100 elementos finitos de viga. A simulação numérica iniciou-se por uma análise de vibração 
livre considerando o riser em águas calmas (Ca = 1,0 e U = 0,0m/s para todo comprimento do 
tubo). As 10 primeiras frequências naturais (fn) e modos de vibrar na direção cross-flow para 
condição de águas calmas obtidos na simulação e no experimento são apresentados na Tabela 
5.2. 
Comparando-se as frequências naturais medidas e as calculadas na condição de águas 
calmas nota-se boa concordância entre ambas. Dessa forma pode-se concluir que as 
propriedades do riser e suas condições de contorno para o experimento foram representadas 
adequadamente na modelagem numérica. Para as simulações no domínio do tempo, adotou-se 
um passo de tempo ∆t = 0,01s. Este valor é aproximadamente 25 vezes menor que o período 
natural do 8° modo de vibrar (1/4,03 ≈ 0,25s), que corresponde ao menor período natural 
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observado no experimento. Assim, para este valor de ∆t não haverá introdução de 
amortecimento numérico na integração pelo método HHT, conforme discutido na seção 4.1.2. 
 
Tabela 5.2 – Frequência natural medida experimentalmente e determinada através de simulação 
numérica para o modelo de riser na condição de águas calmas (U = 0,0m/s e Ca = 1,0). 
Modo de 
Vibrar 
Frequência Natural Medida (Hz) 
(CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005a) 
Frequência Natural Calculada (Hz) 
1 0,41 0,42 
2 0,87 0,85 
3 1,33 1,30 
4 1,80 1,77 
5 2,28 2,28 
6 2,80 2,82 
7 3,39 3,40 
8 --- 4,03 
9 --- 4,70 
10 --- 5,43 
 
 
Quatro casos foram selecionados do trabalho de “Blind Predictions” de Chaplin 
(CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005b) para verificação do procedimento de predição das 
VIVs apresentado no capítulo 4 deste trabalho. Os quatro casos são citados na Tabela 5.3 e se 
diferenciam pela intensidade da velocidade da correnteza à que a parte inferior do riser é 
submetida e o valor da tração média imposta no topo. 
 
Tabela 5.3 – Casos de análise utilizados na comparação de resultados experimentais e de simulação 
numérica. 
 U (m/s) Ttop (N) 
Caso 1 0,16 405 
Caso 2 0,31 457 
Caso 3 0,60 670 
Caso 4 0,95 1002 
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A primeira etapa da análise de VIV consiste de uma pré-análise cujo objetivo é estimar 
os valores locais do coeficiente de massa adicional (Ca), da frequência natural verdadeira 
dominante (f) e da fase inicial da força nas regiões de excitação (α). Ca será utilizado para 
cálculo da componente da força em fase com a aceleração e α estabelecerá inicialmente as 
posições do riser em que a força terá o mesmo sentido de atuação.  A segunda etapa consiste 
na simulação dinâmica no domínio do tempo em que o esforço devido ao desprendimento de 
vórtices é determinado para cada posição do riser. Para cada posição verifica-se a cada passo 
de tempo se o desprendimento de vórtices está excitando ou amortecendo a vibração do riser. 
Nas regiões excitadas, a força é mantida em fase com a velocidade de resposta e o coeficiente 
hidrodinâmico de excitação é calculado com base no valor da velocidade reduzida, VR, e da 
amplitude adimensional, ACF/D, de cada posição. Para as regiões em águas calmas, a força de 
amortecimento é calculada com base na equação de Morison. Em regiões não-excitadas onde 
há presença de correnteza, a força de amortecimento é proporcional a um coeficiente de 
amortecimento calculado com base no valor de VR, ACF/D e da frequência de oscilação 
dominante, f. Além disso, a amplificação do arrasto médio para a direção in-line é calculado 
com base no valor de ACF/D. 
Para cada caso da Tabela 5.3 será apresentado de forma sequencial os resultados de 
simulação obtidos pela etapa de pré-análise (etapa 1) e pela etapa no domínio do tempo (etapa 
2). Como a etapa 1 não calcula a amplificação do arrasto devido à VIV cross-flow, a 
deformação do riser na direção in-line foi obtida através do valor do coeficiente de arrasto 
observado experimentalmente.  
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Caso 1 – U= 0,16m/s e Ttop = 405N 
 
Inicialmente, através de uma análise de vibração livre, as frequências naturais (fn) para 
os 10 primeiros modos de vibrar foram calculadas considerando-se a tração de topo Ttop = 
405N e condições de águas calmas (Ca = 1,0). Em seguida, o valor de VRn = UN/fnD foi 
calculado para cada posição do riser a fim de se obter os valores locais de Ca provenientes da 
variação da massa adicional devido à VIV. Como a parte inferior do tubo está sujeita a 
correnteza uniforme e a deformação do tubo é pequena, o valor de VRn será praticamente o 
mesmo. Assim o valor de Ca será praticamente constante para a parte do tubo sujeita a 
correnteza. A distribuição de Ca obtida ao longo do riser foi utilizada para o cálculo das 
frequências naturais verdadeiras (fnm) em uma segunda análise de vibração livre. A Tabela 5.4 
mostra os resultados obtidos para fn e fnm para o caso 1. 
 
Tabela 5.4 – Frequências naturais e frequências naturais verdadeiras para os 10 primeiros modos de 
vibrar para o caso 1 – U = 0,16m/s e Ttop = 405N. 
Caso 1 – U = 0,16m/s | Ttop = 405N 
Modo de 
Vibrar 
Frequências 
Naturais (Hz) 
(fn) 
Frequências Naturais 
Verdadeiras (Hz) 
(fnm) 
1 0,43 0,48 
2 0,88 0,91 
3 1,34 1,19 
4 1,82 1,51 
5 2,32 1,90 
6 2,87 2,38 
7 3,44 2,84 
8 4,08 3,37 
9 4,73 3,92 
10 5,46 4,53 
 
As frequências naturais verdadeiras são candidatas à frequência de resposta da VIV (f) 
para as regiões em lock-in. Vale ressaltar que para cada posição excitada (em lock-in) a 
frequência de desprendimento de vórtices (fs) é igual a frequência de oscilação, f, que por sua 
vez será igual a uma de suas frequências naturais verdadeiras, fnm. Portanto, a força para as 
regiões excitadas (FLe) terá frequência fs = f = fnm. Para determinar as frequências naturais 
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verdadeiras excitadas para cada posição do riser, o critério de lock-in 4 ≤ VR ≤ 8 é verificado, 
sendo VR = UN/fnmD. A Figura 5.2 mostra o valor de VR ao longo do tubo para as 10 
frequências naturais verdadeiras calculadas anteriormente. Pode-se verificar que somente os 
modos 2 e 3 (fnm = 0,91Hz e fnm = 1,19Hz, respectivamente) estão excitados e competem ao 
longo de toda parte inferior do riser (região de power-in). A frequência dominante é então 
selecionada utilizando-se um parâmetro de energia (ver seção 4.3.2). Nesse caso, a frequência 
dominante resultante para a região de power-in é fnm = 0,91Hz correspondendo ao 2° modo de 
vibrar. 
Finalizando a primeira etapa da análise de VIV para o caso 1, a Figura 5.3 mostra o 
resultado para a frequência dominante, f(s), o valor do coeficiente de massa adicional, Ca(s), e 
a valor inicial da fase da força de excitação, α(s), ao longo do riser.  
 
 
Figura 5.2 – VR ao longo do riser calculado para as 10 primeiras frequências naturais verdadeiras 
obtidas. As frequências dos modos de vibrar 2 e 3 encontram-se dentro da faixa de excitação (lock-
in). Caso 1 – U=0,16m/s e Ttop=405N 
 
A segunda etapa da análise de VIV consiste na análise dinâmica do problema. A força 
FLe para as zonas excitadas terá frequência e fase inicial dadas conforme estimativa feita na 
etapa 1. O coeficiente de excitação CLe inicial (CLe0) é constante para toda região excitada e 
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foi adotado igual a 0,3 para todos os casos. Os valores de frequência e fase da força são 
recalculados a partir do tempo t = tsinc ≈ 39s quando é iniciada a sincronização entre força e 
velocidade de resposta. Além disso, a partir de tsinc o valor de CLe passa a ser calculado 
conforme a amplitude adimensional, ACF/D, e VR. Já para a parte superior do tubo, a força de 
amortecimento, FLd, será dada pela equação de Morison. Os coeficientes hidrodinâmicos da 
força de Morison serão Ca = 1,0 e CD = 1,2. A Figura 5.4 ilustra as regiões de excitação e 
amortecimento para os casos 1 a 4 e as equações para a força de sustentação, FL, para cada 
região após o regime permanente (t ≥ treg.perm.). No regime permanente é esperado que a fase 
entre FLe e a velocidade de resposta seja próxima de zero para toda a região excitada do tubo. 
O coeficiente de arrasto in-line para a região excitada é calculado considerando-se o 
coeficiente de arrasto para tubo estacionário, CD0 = 1,2 (ver Figura 3.14), multiplicado pelo 
fator de amplificação de arrasto dado em função do valor instantâneo de ACF/D. 
 
 
 
Figura 5.3 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência de oscilação dominante, 
coeficiente de massa adicional, fase inicial da força de excitação e modo de vibrar dominante ao 
longo do riser. Caso 1 – U=0,16m/s e Ttop=405N. 
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A Figura 5.5 apresenta a série temporal do deslocamento cross-flow, y, e da força de 
excitação, FLe, obtida para o caso 1. Foi considerado um tempo total de simulação de 100s que 
se mostrou suficiente para o sistema atingir o regime permanente.  Os resultados são para a 
posição situada a 1,85m da extremidade inferior do riser. À direita da Figura 5.5 é 
apresentado o detalhe da série temporal para os últimos 2s de simulação. As séries temporais 
observadas para as outras posições têm um comportamento semelhante ao observado na 
Figura 5.5. A sincronização entre FLe e velocidade de resposta foi iniciada no tempo tsinc ≈ 
39s. O período de amostragem (Tsp) da série temporal da velocidade passada ao algoritmo de 
Prony foi ajustado a 8 ciclos da oscilação estimada, ou seja, para o caso 1, Tsp = 8*1/0,91 = 
8,8s. O valor de Tsp para os outros casos foi calculado de forma análoga, mostrando-se 
suficiente para o algoritmo estimar frequência, fase e amplitude de forma bastante assertiva. 
Durante um período de 30s a força FLe manteve-se conforme suas condições iniciais de 
frequência (f = 0,91Hz), fase inicial e amplitude (CLe0 = 0,3). Esse período de tempo foi 
utilizado para evitar o regime transitório inicial do sistema, conforme visto nos primeiros 30s 
na série temporal de deslocamento. 
Nota-se na Figura 5.5 que após o início da sincronização, a amplitude da vibração 
aumenta apesar da força manter-se praticamente com a mesma amplitude antes e após a 
sincronização. Esse aumento na amplitude da vibração reflete o aumento da energia fornecida 
ao sistema devido a sincronização entre força e velocidade. A Figura 5.6 apresenta a evolução 
no tempo do processo de sincronização até o sistema atingir o regime permanente em t ≈ 60s. 
A diferença de fase (∆θ) e a frequência da força (f), ambos monitorados e modificados pelo 
controlador PLL, também são apresentados. Nota-se que em t ≈ 39s a sincronização é iniciada 
e a diferença de fase é levada a aproximadamente zero depois de 1s (100 passos de tempos 
∆t). A frequência f é levada de forma suave de 0,91Hz a 0,93Hz em aproximadamente 10s. As 
pequenas oscilações observadas no regime permanente para ∆θ e f (da ordem de 2° para ∆θ e 
0,03Hz para f) são provocadas pelos pequenos erros numéricos provenientes principalmente 
do algoritmo de Prony. O processo de sincronização gerou resultados bastante satisfatórios 
garantindo uma evolução suave da amplitude da vibração conforme visto na Figura 5.5, sendo 
tal comportamento também observado ao longo de todo riser. 
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Figura 5.4 – Equações das forças hidrodinâmicas de excitação e amortecimento para o elemento i no 
regime permanente para os casos 1 a 4. 
 
 
Figura 5.5 – Série temporal da força de sustentação de excitação, FLe, e do deslocamento, y, obtidos 
por simulação numérica para a posição situada a 1,85m da extremidade inferior do riser. Caso 1 – 
U=0,16m/s e Ttop=405N. 
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Figura 5.6 – Evolução no tempo da sincronização entre força de excitação e velocidade de resposta. 
Resultado para posição situada a 1,85m da extremidade inferior do tubo. Caso 1 – U=0,16m/s e 
Ttop=405N. 
 
A Figura 5.7 apresenta a evolução temporal dos coeficientes hidrodinâmicos CLe, Ca e 
CD para a posição z=1,85m. O coeficiente CLe proporciona a intensidade da força FLe e varia 
conforme a amplitude de vibração ACF/D, estabilizando-se em aproximadamente 0,32 no 
regime permanente.  Já Ca é mantido constante no valor 0,51 conforme encontrado na etapa 
de pré-análise. CD é calculado conforme ACF/D e tem seu valor dobrado de 1,2 para 2,4 no 
regime permanente. Os coeficientes CLe e CD apresentam pequenas oscilações devido a erros 
numéricos. 
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Figura 5.7 – Evolução no tempo dos coeficientes hidrodinâmicos CLe, Ca e CD. Resultado para 
posição situada a 1,85m da extremidade inferior do tubo. Caso 1 – U=0,16m/s e Ttop=405N. 
 
Resultados de amplitude máxima, curvatura RMS e frequência da VIV foram 
comparados aos resultados experimentais e de simulação numérica encontrados no trabalho de 
“Blind Predictions” de Chaplin (CHAPLIN, BEARMAN, et al., 2005b). A Figura 5.8 
apresenta a envoltória de amplitude máxima atingida na direção cross-flow em relação ao 
diâmetro do riser para o caso 1. Para todos os casos, a envoltória foi obtida para os 20s finais 
de simulação. A comparação do resultado de simulação numérica do presente trabalho é feita 
em relação ao resultado experimental e aos resultados de simulação numérica dos simuladores 
VIVANA (domínio da frequência) e ABAVIV (domínio do tempo). A Figura 5.9 apresenta o 
desvio padrão da curvatura RMS (multiplicada pelo diâmetro) para direção cross-flow ao 
longo do riser computada para os 20s finais de simulação. A Figura 5.10 apresenta a 
envoltória de amplitude máxima para direção in-line devido ao arrasto causado pela 
correnteza e pela vibração cross-flow. A Tabela 5.5 apresenta a frequência e o modo da VIV 
encontrada no regime permanente da análise dinâmica (f ≈ 0,93Hz, 2° modo de vibrar) e a 
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compara com os resultados experimental e de simuladores numéricos publicados no trabalho 
de Chaplin.  
 
Figura 5.8 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção cross-flow. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 1 – U=0,16m/s e Ttop=405N. 
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Figura 5.9 – Desvio padrão da curvatura RMS na direção cross-flow ao longo do riser. Comparações 
entre os resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), 
simulador numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio 
do tempo ABAVIV (direita). Caso 1 – U=0,16m/s e Ttop=405N. 
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Figura 5.10 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção in-line. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 1 – U=0,16m/s e Ttop=405N. 
 
Tabela 5.5 – Frequência e modo dominante da VIV. Comparação com o resultado experimental e 
resultados de vários simuladores numéricos publicados no trabalho de Chaplin. Caso 1 – U=0,16m/s 
e Ttop=405N. 
 
Frequência e Modo Dominante da VIV 
Experimento Presente Trabalho VIVANA ABAVIV ORCAFLEX SHEAR7 VIVA 
Frequência 
(Hz) 0,93 0,93 0,87 0,92 0,88 0,85 0,88 
Modo 2 2 2 2 2 2 2 
 
Os resultados para os casos 2, 3 e 4 serão apresentados em sequência. As 
considerações para esses casos assim como a forma de análise dos resultados são análogas 
àquelas do caso 1. Os comentários e discussões serão feitos de forma comparativa para os 4 
casos no final desta seção.  
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Caso 2 – U= 0,31m/s e Ttop = 457N 
 
 
Figura 5.11 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência de oscilação dominante, 
coeficiente de massa adicional, fase inicial da força de excitação e modo de vibrar dominante ao 
longo do riser. Caso 2 – U=0,31m/s e Ttop=457N. 
 
 
Figura 5.12 – Série temporal da força de sustentação de excitação, FLe, e do deslocamento, y, obtidos 
por simulação numérica para a posição situada a 1,85m da extremidade inferior do tubo. Caso 2 – 
U=0,31m/s e Ttop=457N. 
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Figura 5.13 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção cross-flow. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 2 – U=0,31m/s e Ttop=457N. 
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Figura 5.14 – Desvio padrão da curvatura RMS na direção cross-flow ao longo do riser. 
Comparações entre os resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento 
(centro), simulador numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no 
domínio do tempo ABAVIV (direita). Caso 2 – U=0,31m/s e Ttop=457N. 
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Figura 5.15 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção in-line. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 2 – U=0,31m/s e Ttop=457N. 
 
 
Tabela 5.6 – Frequência e modo dominante da VIV. Comparação com o resultado experimental e 
resultados de vários simuladores numéricos publicados no trabalho de Chaplin. Caso 2 – U=0,31m/s 
e Ttop=457N. 
 
Frequência e Modo Dominante da VIV 
Experimento Presente Trabalho VIVANA ABAVIV ORCAFLEX SHEAR7 VIVA 
Frequência 
(Hz) 1,93 2,00 1,83 1,88 1,91 1,94 1,95 
Modo 4 4 4 4 4 4 4 
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Caso 3 – U= 0,60m/s e Ttop = 670N 
 
 
Figura 5.16 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência de oscilação dominante, 
coeficiente de massa adicional, fase inicial da força de excitação e modo de vibrar dominante ao 
longo do riser. Caso 3 – U=0,60m/s e Ttop=670N. 
 
Figura 5.17 – Série temporal da força de sustentação de excitação, FLe, e do deslocamento, y, obtidos 
por simulação numérica para a posição situada a 1,85m da extremidade inferior do tubo. Caso 3 – 
U=0,60m/s e Ttop=670N. 
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Figura 5.18 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção cross-flow. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 3 – U=0,60m/s e Ttop=670N. 
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Figura 5.19 – Desvio padrão da curvatura RMS na direção cross-flow ao longo do riser. 
Comparações entre os resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento 
(centro), simulador numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no 
domínio do tempo ABAVIV (direita). Caso 3 – U=0,60m/s e Ttop=670N. 
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Figura 5.20 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção in-line. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 3 – U=0,60m/s e Ttop=670N. 
 
 
Tabela 5.7 – Frequência e modo dominante da VIV. Comparação com o resultado experimental e 
resultados de vários simuladores numéricos publicados no trabalho de Chaplin. Caso 3 – U=0,60m/s 
e Ttop=670N. 
 
Frequência e Modo Dominante da VIV 
Experimento Presente Trabalho VIVANA ABAVIV ORCAFLEX SHEAR7 VIVA 
Frequência 
(Hz) 3,86 3,80 3,52 3,66 3,69 3,71 3,71 
Modo 6 6 6 5 5 6 6 
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Caso 4 – U= 0,95m/s e Ttop = 1002N 
 
 
Figura 5.21 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência de oscilação dominante, 
coeficiente de massa adicional, fase inicial da força de excitação e modo de vibrar dominante ao 
longo do riser. Caso 4 – U=0,95m/s e Ttop=1002N. 
 
 
Figura 5.22 – Série temporal da força de sustentação de excitação, FLe, e do deslocamento, y, obtidos 
por simulação numérica para a posição situada a 1,85m da extremidade inferior do tubo. Caso 4 – 
U=0,95m/s e Ttop=1002N. 
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Figura 5.23 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção cross-flow. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 4 – U=0,95m/s e Ttop=1002N. 
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Figura 5.24 – Desvio padrão da curvatura RMS na direção cross-flow ao longo do riser. 
Comparações entre os resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento 
(centro), simulador numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no 
domínio do tempo ABAVIV (direita). Caso 4 – U=0,95m/s e Ttop=1002N. 
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Figura 5.25 – Envoltórias de deslocamento máximo na direção in-line. Comparações entre os 
resultados de simulação numérica do presente trabalho com: experimento (centro), simulador 
numérico no domínio da frequência VIVANA (esquerda) e simulador numérico no domínio do tempo 
ABAVIV (direita). Caso 4 – U=0,95m/s e Ttop=1002N. 
 
 
Tabela 5.8 – Frequência e modo dominante da VIV. Comparação com o resultado experimental e 
resultados de vários simuladores numéricos publicados no trabalho de Chaplin. Caso 4 – U=0,95m/s 
e Ttop=1002N. 
 
Frequência e Modo Dominante da VIV 
Experimento Presente Trabalho VIVANA ABAVIV SHEAR7 VIVA 
Frequência 
(Hz) 6,10 5,52 5,38 5,79 6,26 5,40 
Modo 7 7 7 6 8 7 
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Os resultados de simulação numérica para os 4 casos com riser vertical exposto a 
correnteza uniforme apresentaram de forma geral uma boa aproximação com os resultados 
experimentais. Em todos os casos o regime permanente foi atingido após a sincronização 
entre força de excitação e velocidade de resposta realizada pelo controlador PLL associado ao 
algoritmo de Prony. Conforme esperado, o método de sincronização manteve a diferença de 
fase entre força e velocidade, ∆θ, próxima de zero para todo o regime permanente. Para todos 
os casos, os erros numéricos oriundos do algoritmo de Prony mantiveram-se muito baixos, 
garantindo que o erro de ∆θ permanecesse abaixo de 3° para o regime permanente.  Além 
disso, uma transição suave durante a sincronização foi verificada para todas as posições do 
riser. A resposta para o deslocamento de cada posição foi semelhante àquela observada para a 
posição situada a 1,85m da extremidade inferior do riser.  
A fim de investigar a influência da intensidade inicial da força de excitação no 
resultado de regime permanente, simulações foram realizadas com os seguintes valores de 
CLe0: 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 e 0,5. Para todos esses casos os resultados para a VIV foram idênticos, 
convergindo a um mesmo valor de amplitude e frequência. Ou seja, a abordagem utilizada 
não depende do valor inicial de amplitude da força de excitação, sendo adotada para as 
simulações o valor de CLe0 = 0,3.  
Os resultados de envoltórias e de curvaturas RMS permitiram comparar os resultados 
obtidos pela abordagem atual com os resultados experimentais e resultados de simuladores 
numéricos como VIVANA e ABAVIV. Para todos os casos as envoltórias e curvaturas foram 
computadas nos 20s finais de simulação, garantindo que o sistema já estivesse entrado em 
regime permanente. Comparando-se os resultados de amplitude máxima cross-flow, nota-se 
que as envoltórias encontradas no presente trabalho são subestimadas em relação àquelas 
observadas experimentalmente. Por outro lado, as envoltórias apresentam forma similar ao 
longo do riser, com picos em localizações próximas àquelas encontradas experimentalmente. 
Quando comparados com os resultados de simulação numérica dos simuladores VIVANA e 
ABAVIV, os resultados de envoltória obtidos no presente trabalho mostram-se coerentes, 
sendo subestimados em relação ao simulador no domínio da frequência, VIVANA, e um 
pouco superestimado em relação ao simulador no domínio do tempo, ABAVIV. Já os 
resultados de envoltória para o deslocamento máximo in-line apresentaram-se, de forma geral, 
superestimados em relação aos resultados experimentais e aos resultados de simulação 
numérica dos simuladores VIVANA e ABAVIV.  
Os resultados de curvaturas RMS ao longo do riser revelaram uma boa aproximação 
com os resultados experimentais. Os casos de menor valor de velocidade de correnteza 
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apresentaram maiores discrepâncias, possivelmente devido a maior influência de outras 
componentes harmônicas na resposta experimental. O desvio padrão da curvatura RMS foi 
computado no sentido de retirar o efeito da curvatura média e revelar somente a oscilação da 
curvatura na direção cross-flow. A curvatura é diretamente proporcional ao momento fletor 
imposto a cada posição do riser devido ao desprendimento de vórtices. Observando-se a os 
picos da curvatura RMS ao longo do riser, conclui-se que a abordagem atual apresentou uma 
boa aproximação das posições onde o momento fletor possui maiores amplitudes RMS. 
As frequências dominantes da VIV obtidas no regime permanente da simulação foram 
próximas àquelas estimadas na etapa de pré-análise. As discrepâncias encontradas devem-se 
em grande parte à variação da tração de topo durante a análise dinâmica proveniente das 
deformações sofridas pelo riser. Comparando-se as frequências dominantes da VIV com 
aquelas obtidas no experimento de Chaplin para os 4 casos, conclui-se que a abordagem atual 
foi capaz de prever as frequências com uma certa acurácia já que estas são próximas àquelas 
observadas experimentalmente. Além disso, para todos os casos os modos de vibrar 
dominantes foram os mesmos obtidos experimentalmente. Somente para o caso 4 a frequência 
da oscilação obtida apresentou uma maior diferença em relação a observada 
experimentalmente, porém ela encontra-se dentro da faixa esperada quando considera-se os 
resultados de outros simuladores numéricos. Para os outros casos, as frequências obtidas pela 
abordagem atual apresentaram uma boa concordância em relação as frequências encontradas 
por outros simuladores numéricos.  
De maneira geral, as diferenças entre os resultados obtidos e aqueles observados 
experimentalmente podem estar associadas a fatores como:  
- Presença de outras harmônicas além da dominante na resposta cross-flow 
experimental. A abordagem atual para o cálculo da força de excitação considera somente os 
efeitos da componente harmônica dominante da vibração do riser. Assim, para um dado 
instante de tempo, os efeitos de outras harmônicas não são levados em conta no cálculo dos 
parâmetros da força. 
- Influência da VIV da direção in-line presente no experimento. No presente trabalho, 
a intensidade da força é proporcional a um coeficiente hidrodinâmico (de excitação ou de 
amortecimento) obtido de experimentos com cilindros rígidos oscilando somente na direção 
cross-flow. Portanto, o efeito das vibrações in-line na variação de tal coeficiente não é 
considerado. 
- Diferenças na modelagem das condições de contorno para a simulação numérica e 
aquelas medidas no experimento. 
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- Influência do número de Reynolds do escoamento sobre os valores dos coeficientes 
hidrodinâmicos da força.   
5.2. Riser Sujeito a Ação de Correnteza Não-Uniforme 
5.2.1. Descrição do Experimento 
Em 2003 o instituto de pesquisas de tecnologias marítimas da Noruega (Marintek) 
com o apoio da indústria de óleo e gás promoveu o estudo de VIV em um riser horizontal 
sujeito a perfis de correnteza uniforme e não-uniforme. O objetivo principal do experimento 
foi investigar as VIVs de modos mais elevados em um riser com alta razão de aspecto (L/D ≈ 
1400). Utilizando os resultados obtidos, é possível calibrar e validar ferramentas numéricas 
para predição da VIV. 
A Figura 5.26a) ilustra a configuração experimental adotada. Um modelo de riser 
horizontal com 38m de comprimento foi suspenso a um guindaste através de dois braços 
pendulares conectados através de juntas universais. As extremidades do riser foram 
conectadas a massas que tinham por objetivo limitar a variação da tração do riser durante os 
testes. As massas foram conectadas aos braços pendulares através de molas verticais e seus 
valores foram suficientemente grandes para que as frequências naturais do suporte composto 
pelos pêndulos, pelo guindaste e pelas massas permanecem abaixo das frequências de VIV 
esperadas. O riser permaneceu livre para vibrar nas direções in-line e cross-flow porém 
restrito à torção ao longo do seu comprimento.  
Rebocando-se o riser em uma direção do tanque foi possível estabelecer um perfil de 
correnteza uniforme ao longo do riser. Já para simular um perfil de correnteza não-uniforme 
linear, fixou-se uma extremidade do riser e, através de uma rotação do guindaste, submeteu-
se a extremidade fixada à gôndola a um percurso descrito por um arco circular. Esse percurso 
pode ser observado à direita da Figura 5.26b) que ilustra a vista superior do aparato 
experimental. Foi possível atingir velocidades tangenciais de 0,3 a 2,4 m/s com desvio padrão 
de 0,4% da média.  
A Tabela 5.9 apresenta as propriedades estruturais do modelo de riser utilizado. Para 
medir a resposta devido a VIV, 24 estações de extensômetros para direção cross-flow e 40 
para direção in-line foram instalados ao longo do riser. Além disso foram utilizados 16 
acelerômetros (8 in-line + 8 cross-flow) e células de carga em ambas as extremidades do riser. 
A instrumentação do riser garantiu uma boa resolução para a identificação de altos modos de 
vibrar. No experimento o 14° modo foi o maior modo encontrado para direção cross-flow. 
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Maiores detalhes sobre o experimento podem ser encontrados no trabalho de Trim et. al 
(TRIM, BRAATEN, et al., 2005). 
 
 
Figura 5.26 – a) Esquema geral do aparato experimental utilizado nos testes com riser horizontal. b) 
Esquemas para simular correnteza uniforme (esquerda) e não-uniforme (direita). (TRIM, BRAATEN, 
et al., 2005). 
 
Tabela 5.9 – Propriedades do riser horizontal da Figura 5.26. 
Diâmetro externo (D) 27 mm 
Espessura (e) 3 mm 
Comprimento (L) 38 m 
Rugosidade (k/D) 0 (liso) 
Massa (inundado) (m) 0,93 kg/m 
Razão de massa (inclusa massa interna do 
líquido) (m*) 1,62 
Peso submerso (Psub) 3,53 N/m 
Rigidez à Flexão (EI) 598,70 Nm² 
Rigidez Axial (EA) 8,18 MN 
Tração nas extremidades (T)  4000 – 6000 N 
Faixa de Reynolds (Re) 8000 - 65000 
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5.2.2. Resultados da Simulação Numérica 
O riser descrito na seção 5.2.1 foi modelado como uma estrutura flexível composta de 
200 elementos finitos de viga. A Figura 5.27 ilustra o esquema geral do modelo utilizado nas 
simulações numéricas. O riser está sujeito a um perfil de correnteza não-uniforme linear em 
que a velocidade máxima (Umax) encontra-se na posição Z=0. Em ambas as extremidades da 
estrutura uma tração (T) é imposta dependendo da intensidade da correnteza. As condições de 
contorno impostas em Z=0 e Z=L mantiveram restritos os movimentos de translação ao longo 
dos eixos X e Y e a rotação em torno do eixo Z. 
 
 
Figura 5.27 – Esquema geral do riser horizontal sujeito a correnteza não-uniforme utilizado nas 
simulações numéricas. 
 
Comparações com os resultados experimentais levaram em conta 3 casos em que a 
velocidade máxima da correnteza e a tração imposta nas extremidades variaram conforme 
descrito na Tabela 5.10. A amplitude RMS da oscilação, a deformação RMS e da frequência 
da VIV ao longo do riser foram medidos no experimento e utilizados nas comparações com as 
simulações numéricas para a direção cross-flow. A seguir serão discutidos os resultados 
obtidos para cada caso e no final desta seção uma discussão geral será realizada. 
 
Tabela 5.10 – Casos de análise utilizados na comparação de resultados experimentais e de simulação 
numérica. 
 Umax (m/s) T (N) 
Caso 1 0,7 4000 
Caso 2 1,4 4500 
Caso 3 2,0 4800 
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Caso 1 – Umax = 0,7 m/s 
 
Primeiramente, como parte da rotina de pré-análise, calculou-se as 14 primeiras 
frequências naturais do riser em águas calmas (fn) através de uma análise de vibração livre. 
Esse número de frequências naturais foi estabelecido pois a frequência máxima da VIV 
encontrada nos testes experimentais correspondeu ao 14° modo de vibrar. Em seguida, 
calculou-se a variação do coeficiente de massa adicional (Ca) ao longo do riser em função de 
VRn = UN/fnD. As 14 frequências naturais verdadeiras (fnm) foram então obtidas e o valor de 
VR = UN/fnmD foi calculado ao longo do riser a fim de identificar as frequências 
potencialmente excitadas. A Figura 5.28 mostra o perfil de correnteza para o caso 1 (à 
esquerda) e os valores de VR ao longo do riser para as frequências naturais verdadeiras 
encontradas (à direita). Nota-se que as frequências cujos modos de vibrar estão entre 1 e 9 
encontram-se dentro da faixa de excitação (lock-in) e estão, portanto, potencialmente 
excitadas. É possível notar também que frequências diferentes concorrem em vários 
segmentos do riser, esperando-se assim uma grande diversidade de frequências dominantes ao 
longo do riser.  
 
 
Figura 5.28 – VR ao longo do riser calculado para as 14 primeiras frequências naturais verdadeiras 
obtidas. As frequências dos modos de vibrar 1 ao 9 encontram-se dentro da faixa de excitação (lock-
in). Caso 1 – Umax=0,7m/s. 
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O resultado da seleção das frequências dominantes ao longo do riser, assim como a 
distribuição de Ca e a fase inicial da força de excitação inicial, encontrados após a execução da 
rotina de pré-análise, podem ser vistos na Figura 5.29. Uma pequena região de power-out é 
encontrada entre as posições 32,5 e 38m, onde a velocidade da correnteza é muita baixa. Para 
o restante do comprimento do riser ocorre power-in e 6 frequências (entre 0,93 e 3,85Hz – 
modos 1 ao 6) dominam diferentes segmentos.  
 
 
Figura 5.29 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência da VIV dominante, coeficiente 
de massa adicional, fase inicial da força de excitação ao longo do riser. Caso 1 – Umax=0,7m/s. 
 
Após realizada a etapa da pré-análise, iniciou-se a simulação no domínio do tempo. O 
tempo total de simulação considerado foi de 100s e mostrou-se suficiente para que o sistema 
atingisse o regime permanente para todos os 3 casos de análise. O passo de tempo (∆t) 
utilizado foi de 0,005s.  Conforme discutido na seção 4.1.2, o método de integração HHT 
garante que utilizando esse passo de tempo, VIVs com frequências até 20Hz não terão 
amortecimento numérico. Essa frequência (20Hz) é cerca de 2 vezes maior que a máxima 
frequência encontrada nos testes experimentais.  
Resultados da amplitude RMS da VIV e da deformação RMS ao longo do riser foram 
calculados através das séries temporais obtidas no experimento e foram comparados com os 
resultados de simulação numérica. Para a comparação foram considerados somente os 20s 
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finais das séries temporais (da simulação e do experimento) com o intuito de analisar a VIV 
após atingido o regime permanente. Os resultados da amplitude RMS da VIV na direção 
cross-flow para o caso 1 podem ser vistos à esquerda da Figura 5.30. O resultado 
experimental é representado por círculos enquanto que o resultado da simulação numérica 
está representado por losangos. Apesar da presença de poucos sensores (acelerômetros) para 
medida da oscilação ao longo do riser no experimento, pode-se afirmar que uma boa 
aproximação entre resultados experimentais e numéricos foi obtida. À direita da Figura 5.30 é 
apresentado os resultados de deformação RMS ao longo do riser na direção cross-flow. Como 
o material é considerado elástico, a deformação é diretamente proporcional ao momento fletor 
que cada posição está sujeita. Os resultados numéricos se aproximaram daqueles obtidos no 
experimento, porém permaneceram levemente subestimados em algumas regiões do riser.  
 
 
Figura 5.30 – Comparação entre resultados experimentais e de simulação numérica da amplitude 
adimensional RMS (à esquerda) e da deformação RMS (à direita) ao longo do riser. Caso 1 – 
Umax=0,7m/s. 
 
A Figura 5.31 apresenta as séries temporais da amplitude adimensional da vibração 
cross-flow, A/D, para 4 posições ao longo do riser: 8,5m (z/L = 0,22), 17,0m (z/L = 0,44), 
25,2m (z/L = 0,66) e 33,0 (z/L = 0,88). Estas posições coincidem com as posições de 4 dos 8 
acelerômetros utilizados no experimento (ver Figura 5.30). À direita da Figura 5.31 a 
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oscilação é detalhada para os últimos 2s de simulação. Nota-se que em todas as posições a 
vibração ocorre em uma única harmônica. Para os 3 casos de análise, nas regiões em power-
in, a sincronização entre a força de excitação e a velocidade da estrutura ocorre em t ≈ 10s. 
Nota-se assim um regime transitório próximo a esse tempo e que dura até aproximadamente t 
= 35s para o caso 1. A partir de t = 35s, o sistema inicia a sua estabilização até atingir o 
regime permanente em t ≈ 50s. A frequência da vibração em cada ponto será determinada 
mais adiante utilizando-se análise espectral. 
 
 
Figura 5.31 – Série temporal da oscilação cross-flow para 4 posições ao longo do riser. z/L 
representa a posição relativa à extremidade do riser onde U=Umax. Caso 1 – Umax=0,7m/s. 
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A Figura 5.32 (à esquerda) apresenta a amplitude adimensional da vibração cross-flow 
ao longo de todo o riser para os últimos 2 segundos de simulação. A variação da velocidade 
da correnteza normal ao riser é apresentada à direita da Figura 5.32 para facilitar o 
entendimento. Observando os valores de A/D para um determinado tempo, nota-se que o riser 
vibra no seu 5° modo, conforme já visto na Figura 5.30. Pode-se afirmar que ao longo do 
tempo as ondas de flexão propagam-se da região de alta velocidade de correnteza para a 
região de baixa correnteza já que entre as posições 5m e 30m ocorre a presença de traveling 
waves (observado como linhas na diagonal ao longo do riser). Nas regiões de alta e baixa 
velocidade de correnteza (entre 0 e 5m e 30 e 38m), observa-se a presença de standing waves 
devido a reflexão das ondas nas extremidades do riser. 
 
 
Figura 5.32 – Amplitude da oscilação cross-flow ao longo do riser para os últimos 2s de simulação (à 
esquerda) e perfil de correnteza normal ao riser (à direita). Caso 1 – Umax=0,7m/s. 
 
A frequência da VIV ao longo do riser obtida na simulação numérica foi comparada 
àquela observada no experimento através de uma análise da densidade espectral (PSD) do 
deslocamento adimensional (A/D). O cálculo da PSD foi realizado para as 4 posições do riser 
vistas na Figura 5.31 utilizando-se os últimos 20s da série temporal da oscilação. O resultado 
pode ser visto na Figura 5.33 em que as linhas tracejadas representam os resultados 
experimentais e as linhas contínuas representam os resultados de simulação numérica. 
Somente o valor da PSD para a posição z/L=0,22 apresentou uma maior discrepância em 
relação ao experimento, tendo as outras 3 posições valores próximos aos experimentais. Isso 
pode ser verificado também na Figura 5.30 da amplitude RMS, já que a raiz quadrada da área 
sob a curva da PSD resulta no valor RMS da amplitude. 
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Figura 5.33 – PSD da oscilação cross-flow para 4 posições ao longo do riser determinada nos 
últimos 20s de simulação. Na posição z/L=0, U=Umax. Caso 1 – Umax=0,7m/s. 
 
Já a frequência da VIV (observada para o pico da PSD na Figura 5.33) para o 
experimento e para a simulação numérica coincidiram em aproximadamente 3,3Hz para as 4 
posições. A Figura 5.34 mostra (à esquerda) a frequência da vibração ao longo de todo o riser 
para os últimos 20s de simulação numérica. Nota-se que a VIV para todo o riser revela uma 
frequência de aproximadamente 3,3Hz, conforme determinado anteriormente. O valor de VR 
= UN/fD é então determinado para cada posição a fim de se identificar as regiões de power-in 
e power-out ao longo do riser. Esse resultado pode ser visto à direita da Figura 5.34. Nota-se 
que a região entre 0 e 18,5m (z/L = 0,49), onde o valor da velocidade correnteza é maior, 
permanece em power-in enquanto que regiões de menor velocidade de correnteza 
permanecem em power-out. Portanto, em aproximadamente metade do comprimento do riser 
o desprendimento de vórtices fornece energia para a vibração do riser enquanto que na outra 
metade a vibração é amortecida e energia é dissipada para o fluido. 
 Vale destacar que a rotina de pré-análise estimou que a VIV ocorreria em 6 diferentes 
frequências ao longo do riser (1° ao 6° modo de vibrar) e uma grande região de power-in 
predominaria (ver Figura 5.29). No entanto, a análise dinâmica no domínio do tempo revelou 
que a resposta da estrutura ocorreu predominantemente no 5° modo de vibrar, levando as 
frequências da VIV de todas as posições a convergirem na frequência de resposta de 3,3Hz. 
Conforme discutido anteriormente, essa mesma frequência foi encontrada experimentalmente 
ao longo do riser.  A rotina de pré-análise leva em conta todas as frequências potencialmente 
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excitadas para determinação das frequências dominantes e das regiões de power-in, não 
levando em conta a resposta dinâmica da estrutura. Assim é esperado que durante a simulação 
no domínio do tempo a frequência da VIV estimada para cada posição sofra variações e se 
estabeleça conforme o equilíbrio dinâmico do sistema.  
 
 
 
Figura 5.34 – Frequência da VIV ao longo do riser (à esquerda) e velocidade reduzida (à direita) 
para os últimos 20s de simulação numérica. Caso 1 – Umax=0,7m/s. 
 
 
Caso 2 – Umax = 1,4 m/s 
 
Para os casos 2 e 3, os resultados serão apresentados de forma sequencial seguindo a 
ordem estabelecida para o caso 1, sendo uma discussão realizada no final desta seção. 
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Figura 5.35 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência da VIV dominante, coeficiente 
de massa adicional, fase inicial da força de excitação ao longo do riser. Caso 2 – Umax=1,4m/s. 
 
 
Figura 5.36 – Comparação entre resultados experimentais e de simulação numérica da amplitude 
adimensional RMS (à esquerda) e da deformação RMS (à direita) ao longo do riser. Caso 2 – 
Umax=1,4m/s. 
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Figura 5.37 – Série temporal da oscilação cross-flow para 4 posições ao longo do riser. z/L 
representa a posição relativa à extremidade do riser onde U=Umax. Caso 2 – Umax=1,4m/s. 
 
 
Figura 5.38 – Amplitude da oscilação cross-flow ao longo do riser para os últimos 2s de simulação (à 
esquerda) e perfil de correnteza normal ao riser (à direita). Caso 2 – Umax=1,4m/s. 
161 
 
 
Figura 5.39 – PSD da oscilação cross-flow para 4 posições ao longo do riser determinada nos 
últimos 20s de simulação. Na posição z/L=0, U=Umax. Caso 2 – Umax=1,4m/s. 
 
 
 
 
Figura 5.40 – Frequência da VIV ao longo do riser (à esquerda) e velocidade reduzida (à direita) 
para os últimos 20s de simulação numérica. Caso 2 – Umax=1,4m/s. 
  
162 
 
Caso 3 – Umax = 2,0 m/s 
 
Figura 5.41 – Da esquerda para direita: estimativas para frequência da VIV dominante, coeficiente 
de massa adicional, fase inicial da força de excitação ao longo do riser. Caso 3 – Umax=2,0m/s. 
 
 
Figura 5.42 – Comparação entre resultados experimentais e de simulação numérica da amplitude 
adimensional RMS (à esquerda) e da deformação RMS (à direita) ao longo do riser. Caso 3 – 
Umax=2,0m/s. 
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Figura 5.43 – Série temporal da oscilação cross-flow para 4 posições ao longo do riser. z/L 
representa a posição relativa à extremidade do riser onde U=Umax. Caso 3 – Umax=2,0m/s. 
 
 
Figura 5.44 – Amplitude da oscilação cross-flow ao longo do riser para os últimos 2s de simulação (à 
esquerda) e perfil de correnteza normal ao riser (à direita). Caso 3 – Umax=2,0m/s. 
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Figura 5.45 – PSD da oscilação cross-flow para 4 posições ao longo do riser determinada nos 
últimos 20s de simulação. Na posição z/L=0, U=Umax. Caso 3 – Umax=2,0m/s. (Observação: Não foi 
possível encontrar dados experimentais para esse caso). 
 
 
 
 
Figura 5.46 – Frequência da VIV ao longo do riser (à esquerda) e velocidade reduzida (à direita) 
para os últimos 20s de simulação numérica. Caso 3 – Umax=2,0m/s. 
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Observando-se os resultados da pré-análise para os casos 2 e 3 (Figura 5.35 e Figura 
5.41) nota-se uma grande quantidade de frequências excitadas ao longo de uma grande região 
de power-in. Assim como no caso 1, somente uma pequena parcela do comprimento do riser 
localizada em sua extremidade onde a velocidade de correnteza é mais baixa encontra-se em 
power-out. Para o caso 2, a região em power-in possui 11 modos excitados (entre 1,0 e 7,5Hz 
– modos 1 ao 11) enquanto que para o caso 3, de maior valor de Umax, 14 modos estão 
excitados (entre 1,1 e 10,5Hz – modos 1 ao 14). De forma análoga ao caso 1, a grande 
variação da velocidade de correnteza ao longo do riser resulta em muitos modos excitados 
que ocupam pequenos segmentos. Como foi discutido anteriormente, a rotina de pré-análise 
identifica as frequências potencialmente excitadas e seleciona a frequência dominante em 
cada posição do riser, porém ela não leva em conta a resposta dinâmica do sistema. Como a 
resposta instantânea do sistema influencia na predição da VIV, a simulação no domínio do 
tempo poderá revelar mudança da(s) frequência(s) de oscilação ao longo do riser. Para os 3 
casos analisados, somente uma frequência daquelas previstas pela pré-análise domina a 
resposta final da VIV em todo o riser, conforme será discutido adiante.  Todavia, a pré-
análise é importante para estimar os parâmetros da força para o início da simulação no 
domínio do tempo.  
Os resultados de amplitude RMS da vibração e deformação RMS ao longo do riser 
para os casos 2 e 3 podem ser vistos na Figura 5.36 e Figura 5.42, respectivamente. Para o 
caso 2, os resultados da simulação numérica apresentaram-se levemente superestimados em 
relação ao experimentais para porções do riser sujeitas a velocidades de correnteza média e 
baixa (de 15 a 38m aproximadamente). Já para a porção sujeita a maior velocidade de 
correnteza os resultados foram levemente subestimados. Para o caso 3, amplitude e 
deformação RMS foram subestimados para todo o comprimento do riser. De forma geral, 
pode-se afirmar que os resultados apresentaram uma boa concordância em relação aos 
resultados experimentais. As discrepâncias podem estar associadas a fatores como:  influência 
da vibração in-line na resposta cross-flow para o experimento; simplificação na modelagem 
da estrutura e das condições de contorno para a simulação numérica frente as condições 
experimentais; influência do número de Reynolds; erros presentes nas medições 
experimentais.  
Os históricos de tempo da amplitude da vibração cross-flow para os casos 2 e 3 
(Figura 5.37 e Figura 5.43) revelaram um regime permanente a partir de 40s e 70s, 
respectivamente. Uma leve variação ao longo do tempo da parcela estática da oscilação é 
observada para o caso 3 para as 4 posições analisadas devido a pequena e lenta variação da 
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tração dinâmica causada pela VIV. Como para o caso 1, no regime permanente, a oscilação 
possui uma mesma frequência em todas as 4 posições, conforme pode ser visto para os 
últimos 2s de simulação para ambos os casos. Observando-se a vibração para todo 
comprimento do riser (Figura 5.38 e Figura 5.44) nota-se a presença de traveling waves como 
visto para o caso 1. A porção do riser onde há menor velocidade de correnteza (entre 25 e 
38m aproximadamente) e a extremidade sujeita a maior velocidade (entre 0 e 5m 
aproximadamente) são caracterizadas pela presença de standing waves, ou seja, são regiões de 
reflexão das ondas de flexão. Assim, pode-se concluir que a presente metodologia foi capaz 
de reproduzir o fenômeno de traveling waves, geralmente observados em risers sujeitos a 
VIV. 
A PSD do deslocamento cross-flow para os casos 2 e 3 (Figura 5.39 e Figura 5.45) 
revelou as frequências da VIV para 4 posições do riser. Assim como no caso 1, a VIV foi 
caracterizada por uma única frequência ao longo de todo o riser. Para o caso 2 essa frequência 
foi de 6,9Hz (10° modo), muito próxima àquela observada experimentalmente (6,8Hz). Para o 
caso 3 a frequência foi de 10,5Hz (14° modo), apresentando uma pequena diferença em 
relação ao valor experimental medido de 8,8Hz (13° modo) (TRIM, BRAATEN, et al., 2005). 
A Tabela 5.11 resume os valores das frequências dominantes e modos da VIV obtidos pela 
simulação numérica e medidos experimentalmente para os casos 1 a 3. 
A identificação das regiões de power-in e power-out foram realizadas calculando o 
valor de VR ao longo do riser utilizando-se a frequência da VIV para o sistema em regime 
permanente. Para o caso 2 (Figura 5.40), a região de power-in manteve-se entre 0 e 17,9m 
(z/L entre 0 e 0,47) e para o caso 3 (Figura 5.46) entre 0 e 16,5m (z/L entre 0 e 0,43). Assim 
como no caso 1, a região de power-in ocupou aproximadamente metade do comprimento do 
riser, onde observa-se maiores valores de velocidade de correnteza.  
 
Tabela 5.11 – Frequência e modo da VIV para os casos de riser sujeito a correnteza não-uniforme. 
 Experimento Simulação Numérica 
Frequência (Hz) Modo Frequência (Hz) Modo 
Caso 1 3,3 5 3,3 5 
Caso 2 6,8 10 6,9 10 
Caso 3 8,8 13 10,5 14 
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6. CONCLUSÕES E SUGESTÕES DE TRABALHOS FUTUROS 
O presente trabalho teve por objetivo o desenvolvimento e a implementação de uma 
metodologia de predição da VIV no domínio do tempo para a direção transversal ao 
escoamento. A abordagem adotada visa a determinação dos esforços devido a ação do 
desprendimento de vórtices em risers e pipelines sujeitos a correnteza uniforme e não-
uniforme. Para solução do problema estrutural dinâmico, utilizou-se o método dos elementos 
finitos. Para cada elemento a força hidrodinâmica é calculada de forma semi-empírica em que 
os coeficientes hidrodinâmicos são obtidos de experimentos com cilindro oscilando somente 
na direção transversal ao escoamento. Efeitos tridimensionais são desprezados, o escoamento 
é considerado bidimensional e somente a componente normal da velocidade é significativa 
para o fenômeno de VIV.  
A metodologia proposta para análise da VIV em risers e pipelines foi dividida em 
duas etapas. A primeira etapa, chamada de pré-análise, visa determinar as zonas do riser 
excitadas pelo fenômeno de desprendimento de vórtices e as zonas de amortecimento 
hidrodinâmico utilizando um critério de lock-in. O coeficiente de massa adicional utilizado no 
cálculo da componente inercial da força é determinado em função da velocidade reduzida para 
todo comprimento do riser. Ainda na primeira etapa, as frequências excitadas pelo 
desprendimento de vórtices são estimadas considerando-se a variação da massa adicional ao 
longo da estrutura. Em regiões do riser onde ocorre presença de mais de uma frequência 
excitada, um critério de energia é utilizado para selecionar a frequência dominante.  
A segunda etapa do procedimento compreende a análise dinâmica no domínio do 
tempo. Nessa etapa as forças de excitação e de amortecimento são calculadas para cada 
elemento finito utilizando-se dados empíricos publicados na literatura técnica para 
determinação dos coeficientes hidrodinâmicos de excitação e amortecimento. Para cada 
posição do riser, um critério de excitação é verificado em tempo real para identificar as 
mudanças nos comprimentos das regiões de excitação e amortecimento. O modelo proposto 
para a força de excitação necessita de um método de sincronização para manter a força em 
fase com a velocidade de resposta da estrutura. O método de sincronização adotado é baseado 
no algoritmo de Prony, que é responsável por estimar a frequência e a fase da componente 
harmônica dominante da velocidade, e um controlador do tipo PLL, que é responsável por 
sincronizar força e velocidade de maneira suave ao longo do tempo. O algoritmo de Prony 
também é responsável por estimar a amplitude e a frequência da componente harmônica 
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dominante do deslocamento da estrutura, utilizada na obtenção dos coeficientes 
hidrodinâmicos. O último passo da metodologia consiste no cálculo da amplificação do 
arrasto in-line para cada posição do riser utilizando-se dados empíricos reportados na 
literatura técnica. 
Em um primeiro momento, a metodologia de predição da VIV foi verificada frente a 
resultados de 4 casos experimentais publicados na literatura para riser vertical sujeito a ação 
de correnteza uniforme. Cada um dos quatro casos caracterizou-se por um valor de velocidade 
de correnteza e de tração média no topo do riser. Além dos resultados experimentais, 
resultados de outros simuladores numéricos nos domínios da frequência e do tempo também 
foram utilizados para comparação. Os resultados obtidos pela abordagem atual e os resultados 
experimentais mostraram boa concordância quanto aos valores de frequência e modo 
dominantes da VIV. A abordagem atual subestimou as amplitudes máximas cross-flow porém 
o comportamento da resposta ao longo do riser foi similar a encontrada experimentalmente. 
Os resultados de curvatura RMS foram próximos aos obtidos experimentalmente, com certa 
precisão na determinação dos locais de maiores valores de momento fletor. Comparando-se 
aos resultados obtidos pelos simuladores numéricos no domínio da frequência (VIVANA) e 
no domínio do tempo (ABAVIV), os resultados obtidos pelo presente trabalho revelaram boa 
concordância. Na direção in-line a abordagem atual superestimou as amplitudes máximas 
devido ao arrasto em relação aos resultados observados experimentalmente e aqueles 
encontrados por outros simuladores numéricos.  
A metodologia também foi verificada frente a 3 casos com riser horizontal sujeito a 
correnteza não-uniforme linear. A descrição do experimento e os resultados experimentais 
obtidos encontram-se publicados na literatura. Os casos compreenderam valor baixo, médio e 
alto de velocidade máxima da correnteza. Foi possível comparar resultados experimentais e de 
simulação numérica para a amplitude da vibração cross-flow, para a deformação cross-flow ao 
longo do riser e para as frequências e modos dominantes da VIV. Os resultados de simulação 
numérica para a amplitude RMS da vibração e para a deformação RMS ao longo do riser 
apresentaram uma boa concordância com os resultados experimentais. Para um valor mais 
baixo de velocidade de correnteza, os resultados numéricos apresentaram-se próximos àqueles 
medidos no experimento enquanto que para um valor mais alto de velocidade de correnteza 
eles foram levemente subestimados. Em todos os casos, a VIV apresentou uma única 
frequência dominante ao longo de todo o riser apesar de muitos modos estarem 
potencialmente excitados. As frequências obtidas pela simulação e aquelas medidas 
169 
 
experimentalmente foram muito próximas, com uma pequena discrepância para o caso com 
riser sujeito a uma maior velocidade de correnteza. 
De maneira geral a abordagem do presente trabalho mostrou-se bastante promissora na 
predição das VIVs em risers e pipelines. A abordagem semi-empírica utilizada no cálculo da 
força é geralmente encontrada em ferramentas numéricas no domínio da frequência, 
mostrando-se válida para aplicação no domínio do tempo. As diferenças encontradas em 
relação aos resultados experimentais podem ser devido a alguns fatores como a participação 
significativa de outras harmônicas na resposta e a influência das vibrações in-line. Mais casos 
deverão ser analisados, principalmente aqueles em que a vibração ocorre em vários modos, 
para que a robustez do simulador implementado seja verificada com maior profundidade. 
6.1. Sugestões para Trabalhos Futuros 
O presente trabalho contemplou uma parcela do estudo de um assunto muito amplo e 
complexo, mas extremamente relevante para a indústria offshore. Ainda há muito para ser 
desenvolvido na linha de pesquisa deste trabalho, principalmente no que tange o melhor 
entendimento do fenômeno de VIV em tubulações submarinas. Nesse sentido deve-se 
considerar o aprimoramento da rotina numérica de predição dos esforços de VIV no domínio 
do tempo desenvolvida.  
Como sugestão para futuros trabalhos no tema atual sugere-se os seguintes tópicos: 
 
 Utilizar a abordagem atual em tubulações com condições de contorno não-
lineares como, por exemplo, o efeito da rigidez do solo em pipelines e em 
risers em configuração catenária. 
 Considerar a variação da massa adicional ao longo de toda análise dinâmica. O 
presente trabalho utilizou a variação da massa adicional ao longo do riser em 
função do valor de velocidade reduzida considerando-se a frequência natural 
para águas calmas (VRn). Propõe-se o cálculo da variação da massa adicional 
em função da velocidade reduzida considerando-se a frequência de vibração 
observada a cada passo de tempo de simulação (VR). Para isso é necessário 
utilizar uma curva Ca x VR obtida de ensaios experimentais. 
 Considerar o efeito da variação do número de Reynolds do escoamento no 
cálculo dos coeficientes hidrodinâmicos para força de excitação e de 
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amortecimento. Para isso pode-se utilizar curvas empíricas para os coeficientes 
hidrodinâmicos que levam em conta o valor de Reynolds. 
 Aprimorar o modelo de força de amortecimento em regiões de águas calmas do 
riser. Na abordagem atual a força de amortecimento para águas calmas é 
calculada utilizando-se valores fixos de Ca e CD na equação de Morison. 
Propõe-se o aprimoramento do modelo investigando-se a variação de tais 
coeficientes ao longo do tempo conforme a vibração do riser na região de 
águas calmas. 
 Estender a abordagem atual para incluir as vibrações na direção in-line. O 
propósito é investigar o efeito da interação entre as vibrações in-line e cross-
flow. Para isso a construção das curvas dos coeficientes hidrodinâmicos deve 
utilizar dados empíricos que comtemplem a interação in-line e cross-flow. 
 Introduzir os efeitos de ondas e movimentos induzidos pela plataforma, 
gerando um fenômeno de VIV intermitente ao longo do riser. 
 Avaliar os danos por fadiga e estimar a vida útil do riser utilizando a 
abordagem atual. 
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APÊNDICE A – ENERGIA MÉDIA FORNECIDA PELA 
COMPONENTE CMV DA FORÇA DE SUSTENTAÇÃO 
Para um cilindro rígido suportado por molas sujeito ao fenômeno de VIV e livre para 
vibrar somente na direção cross-flow (CF), a força de sustentação, FL, imposta na condição de 
lock-in é dada por: 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓𝐶𝐶𝐿𝐿𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑛𝑛 + 𝜑𝜑) A.1 
 
Onde ρw é a densidade da água, UN é a velocidade da correnteza normal ao eixo do 
cilindro, D é o diâmetro externo, CL é o coeficiente de sustentação, ω é a frequência angular 
de oscilação, t é o tempo e ϕ é a fase entre a FL e o deslocamento do cilindro.   
A equação A.1 pode ser reescrita conforme o modelo de dois parâmetros de Hartlen 
and Currie (HARTLEN e CURRIE, 1970) e Sarpkaya (SARPKAYA, 1979): 
 
𝐹𝐹𝐿𝐿 = 12𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓[𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑛𝑛) + 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜔𝜔𝑛𝑛) ] A.2 
 
Onde 𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚 = 𝐶𝐶𝐿𝐿cos (𝜑𝜑) é o coeficiente hidrodinâmico em fase com a aceleração CF do 
cilindro e 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚 = 𝐶𝐶𝐿𝐿sin (𝜑𝜑) é o coeficiente hidrodinâmico em fase com a velocidade CF. 
 
O deslocamento e a velocidade do cilindro na direção CF decorrentes do carregamento 
imposto por FL são dados por:  
 
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦0 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑛𝑛) A.3 
?̇?𝑦 = 𝑦𝑦0 𝜔𝜔𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜔𝜔𝑛𝑛) A.4 
 
Onde y0 é a amplitude de oscilação máxima. 
 
A energia fornecida por FL por ciclo de oscilação do cilindro é dada pelo produto do 
período T da oscilação multiplicado pela energia média do ciclo (VIKESTAD, VANDIVER e 
LARSEN, 2000): 
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𝐸𝐸1𝑐𝑐 = 𝑛𝑛𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦����� = �𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦𝑛𝑛
0
𝑑𝑑𝑛𝑛 A.5 
 
Utilizando a formulação de energia vista na equação A.5, a equação A.2 para a força 
FL, a equação A.4 para a velocidade e sabendo-se que Cmv e Cdv são considerados constantes 
durante um ciclo de oscilação, temos: 
 
�𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦
𝑛𝑛
0
𝑑𝑑𝑛𝑛 =  �𝐹𝐹0[𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑛𝑛) + 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜔𝜔𝑛𝑛)]?̇?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛
0
= 𝐹𝐹0𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚 � 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑛𝑛) ?̇?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛
0
+ 𝐹𝐹0𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚 � 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎(𝜔𝜔𝑛𝑛) ?̇?𝑦𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛
0
=  𝐹𝐹0𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚𝑦𝑦0𝜔𝜔� 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑛𝑛) 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (𝜔𝜔𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛
0
+ 𝐹𝐹0𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚𝑦𝑦0𝜔𝜔� 𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎2(𝜔𝜔𝑛𝑛) 𝑑𝑑𝑛𝑛  𝑛𝑛
0=  𝐹𝐹0𝐶𝐶𝐿𝐿𝑚𝑚𝑦𝑦0𝜔𝜔 �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖2𝜔𝜔𝑛𝑛2𝜔𝜔 ��
𝑎𝑎=0
𝑎𝑎=𝑛𝑛 + 𝐹𝐹0𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚𝑦𝑦0𝜔𝜔 �𝑛𝑛2 + 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 (2𝜔𝜔𝑛𝑛)4𝜔𝜔 ��𝑎𝑎=0𝑎𝑎=𝑛𝑛   
A.6 
 
 Onde 𝐹𝐹0 = 12 𝜌𝜌𝑤𝑤𝑈𝑈𝑁𝑁2𝑓𝑓. 
 
Sabendo-se que 𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋/𝑛𝑛 temos finalmente para a equação A.6: 
 
𝐸𝐸1𝑐𝑐 = �𝐹𝐹𝐿𝐿?̇?𝑦𝑛𝑛
0
𝑑𝑑𝑛𝑛 = 𝐹𝐹0𝑦𝑦0𝜋𝜋𝐶𝐶𝑑𝑑𝑚𝑚 A.7 
 
Assim conclui-se que a energia que a força de sustentação FL fornece ao sistema é 
proporcional ao coeficiente Cdv, ou seja, a componente de FL em fase com a velocidade CF do 
cilindro, ?̇?𝑦. Se Cdv é positivo então a energia é fornecida ao sistema de forma a excitá-lo e 
para o caso de Cdv negativo a energia é retirada do sistema caracterizando um amortecimento.  
A componente de FL em fase com a aceleração da estrutura não contribui para a 
energia fornecida ao sistema mas sim para a alteração da inércia e, consequentemente, das 
frequências naturais da estrutura.  
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APÊNDICE B – MÉTODO DE PRONY 
Em 1795 o barão de Prony, Gaspard Riche, propôs um método de interpolação 
ajustando um modelo exponencial para os poucos pontos medidos por ele em seu 
experimento. O procedimento proposto por Riche estabelece que N pontos amostrados 
uniformemente no tempo são capazes de serem ajustados de forma exata por uma soma de 
exponenciais amortecidas. Esse método foi chamado de método de Prony e sua aplicação no 
processamento de sinais estende-se até os dias atuais. 
O método de Prony é uma técnica para modelar amostras de um sinal igualmente 
espaçadas no tempo como uma combinação linear de exponenciais complexas amortecidas. O 
método original considera que o número de termos do modelo exponencial dever ser o 
necessário para ajustar de forma exata os N pontos amostrados. Dessa forma para uma grande 
quantidade de dados o modelo teria muitos termos exponenciais. Em sua versão moderna, o 
método de Prony utiliza a análise de mínimos quadrados para ajustar de forma aproximada 
um modelo exponencial em casos que existam mais pontos amostrados que o necessário para 
um ajuste com um número de termos exponenciais fixo e predeterminado. Assim uma grande 
quantidade de pontos amostrados pode ser ajustada de forma aproximada por um modelo com 
um número de termos exponenciais fixo.  
Por usar análise de mínimos quadrados na minimização dos erros e por seus 
parâmetros serem obtidos através da solução de equações lineares, o método de Prony tem 
uma relação próxima com os métodos espectrais de ajuste AR (Auto-Regressive) e ARMA 
(Auto-Regressive Moving Average). Porém, o método de Prony ajusta um modelo exponencial 
determinístico aos dados amostrados enquanto que os métodos AR e ARMA ajustam um 
modelo probabilístico.  
 
Para as N amostras igualmente espaçadas no tempo de um sinal complexo x[n], o 
método de Prony irá estimar o sinal aproximado de x[n], x�[n] , como uma soma de 
exponenciais amortecidas de p termos: 
 
𝑥𝑥�[𝑖𝑖] ≈  �𝐴𝐴𝑘𝑘exp [(𝜎𝜎𝑘𝑘 + 𝑗𝑗2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑘𝑘)𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝑗𝑗𝜑𝜑𝑘𝑘]𝑝𝑝
𝑘𝑘=1
 B.1 
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Onde 0 ≤ n ≤ N-1. T é o período de amostragem do sinal, Ak é a amplitude da 
exponencial complexa, σk é o fator de amortecimento em s-1, fk é a frequência em Hz e ϕk é a 
fase inicial em radianos. 
No caso de amostras de um sinal real, o modelo exponencial se reduz a: 
 
𝑥𝑥�[𝑖𝑖] ≈  � 2𝐴𝐴𝑘𝑘𝑅𝑅𝜎𝜎𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑘𝑘𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝜑𝜑𝑘𝑘)𝑝𝑝/2
𝑘𝑘=1
 B.2 
 
Onde 0 ≤ n ≤ N-1. 
Uma grande vantagem do método de Prony é obter informações precisas de amplitude, 
frequência e fase de um sinal com um número pequeno de amostras. Sua desvantagem é não 
apresentar bom desempenho quando o sinal tem presença de ruído. 
Como meio de elucidar os passos do método de Prony, seu conceito original será 
discutido a seguir. Para um entendimento da versão moderna do método de Prony, que utiliza 
a análise de mínimos quadrados, recomenda-se a leitura do livro de Marple (MARPLE, 1987). 
 
O modelo exponencial que ajusta de forma exata o sinal x[n] é dado pela equação B.1 
utilizando-se x[n] no lugar de x�[n]. A equação B.1 pode ser reescrita para x[n] conforme a 
equação B.3. 
 
𝑥𝑥[𝑖𝑖] =  �ℎ𝑘𝑘𝑐𝑐𝑘𝑘𝑛𝑛𝑝𝑝
𝑘𝑘=1
 B.3 
 
Onde: 
 
ℎ𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝑘𝑘exp [𝑗𝑗𝜑𝜑𝑘𝑘]  B.4  
𝑐𝑐𝑘𝑘 = exp [(𝜎𝜎𝑘𝑘 + 𝑗𝑗2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑘𝑘)𝑛𝑛] B.5 
 
A contribuição de Prony foi a descoberta de como desacoplar os parâmetros hk e zk a 
fim de obter dois sistemas lineares de equações que relacionam x[n] e hk e x[n] e zk. Para isso 
Prony demonstrou que são necessárias N = 2p amostras do sinal (o uso da versão moderna do 
algoritmo de Prony é capaz de resolver para N ≥ 2p). Para efetuar a separação dos dois 
parâmetros deve-se considerar que a equação B.3 é solução de uma equação a diferenças 
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linear homogênea com coeficientes constantes. Para encontrar tal equação, primeiramente 
deve-se considerar o polinômio φ(z): 
 
𝜙𝜙(𝑐𝑐) =  �(𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝑝𝑝
𝑘𝑘=1
 B.6 
 
Em sua forma expandida em séries de potência, a equação B.6 é dada por: 
 
𝜙𝜙(𝑐𝑐) =  � 𝑎𝑎𝐿𝐿𝑐𝑐𝑝𝑝−𝐿𝐿𝑝𝑝
𝐿𝐿=0
 B.7 
 
Onde am são coeficientes complexos e a0 = 1. 
 
Em seguida, uma manipulação da equação B.3 resulta na seguinte relação (ver 
(MARPLE, 1987)): 
 
� 𝑎𝑎𝐿𝐿𝑥𝑥[𝑖𝑖 − 𝑚𝑚]𝑝𝑝
𝐿𝐿=0
=  �ℎ𝑚𝑚𝑐𝑐𝑚𝑚𝑛𝑛−𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑚𝑚=0
� 𝑎𝑎𝐿𝐿𝑐𝑐𝑚𝑚
𝑝𝑝−𝐿𝐿
𝑝𝑝
𝐿𝐿=0
= 0 B.8 
 
A equação B.8 é válida para p ≤ n ≤ 2p-1, comprovando que é necessário o uso de N = 
2p pontos amostrados.  
B.8 é a equação linear a diferenças cuja solução homogênea é dada pela equação B.3. 
O polinômio dado pela equação B.7 pode ser visto na somatória mais à direita de B.8. 
Avaliando-se essa somatória para as raízes zi resulta em zero. Dessa forma a somatória à 
esquerda de B.8 representa um sistema de equações lineares para p ≤ n ≤ 2p-1 e é apresentado 
na forma matricial em B.9: 
 
�
𝑥𝑥[𝑑𝑑 − 1] 𝑥𝑥[𝑑𝑑 − 2] ⋯ 𝑥𝑥[0]
𝑥𝑥[𝑑𝑑] 𝑥𝑥[𝑑𝑑 − 1] … 𝑥𝑥[1]
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑥[2𝑑𝑑 − 2] 𝑥𝑥[2𝑑𝑑 − 3] ⋯ 𝑥𝑥[𝑑𝑑 − 1]��
𝑎𝑎1
𝑎𝑎2
⋮
𝑎𝑎𝑝𝑝
� = −� 𝑥𝑥[𝑑𝑑]𝑥𝑥[𝑑𝑑 + 1]
⋮
𝑥𝑥[2𝑑𝑑 − 1]� B.9 
 
A partir do sistema dado por B.9 é iniciado o algoritmo de Prony para a obtenção dos 
parâmetros hk e zk. O algoritmo é dividido em três passos: 
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• Passo 1 
O método de Prony irá ajustar p exponenciais a 2p pontos amostrados. O primeiro 
passo consiste em obter os valores de am através do cálculo do sistema de equações lineares 
dado por B.9. Nota-se que para isso os 2p pontos amostrados são utilizados: metade encontra-
se do lado esquerdo de B.9 (x[0] a x[p-1]) e a outra metade encontra-se do lado direito (x[p] a 
x[2p-1]). 
 
• Passo 2 
De posse dos coeficientes am calcula-se as raízes zk do polinômio característico φ(z) 
dado por B.7 obtendo-se a forma fatorada B.6 expandida: 
 
𝑐𝑐𝑝𝑝 + 𝑎𝑎1𝑐𝑐𝑝𝑝−1 + 𝑎𝑎2𝑐𝑐𝑝𝑝−2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑝𝑝 = (𝑐𝑐 − 𝑐𝑐1)(𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2)(𝑐𝑐 − 𝑐𝑐3) … (𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑝𝑝) B.10 
 
• Passo 3 
O último passo do algoritmo consiste no cálculo do sistema linear dado pela equação 
B.3, representado em sua forma matricial em B.11. Para isso são utilizadas as raízes zk 
encontradas no passo 2 e metade dos pontos amostrados (x[0] a x[p-1]). 
 
⎝
⎛
1 1 ⋯ 1
𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 … 𝑐𝑐𝑝𝑝
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑐1
𝑝𝑝−1 𝑐𝑐2
𝑝𝑝−1 ⋯ 𝑐𝑐𝑝𝑝
𝑝𝑝−1
⎠
⎞�
ℎ1
ℎ2
⋮
ℎ𝑝𝑝
� = � 𝑥𝑥[0]𝑥𝑥[1]
⋮
𝑥𝑥[𝑑𝑑 − 1]� B.11 
 
Finalmente, de posse dos parâmetros zk e hk obtidos nos passos 2 e 3, respectivamente, 
é possível calcular os parâmetros Ak, σk, fk e ϕk do modelo exponencial da seguinte forma: 
 
𝐴𝐴𝑘𝑘 = |ℎ𝑘𝑘| B.12  
𝜎𝜎𝑘𝑘 = ln|𝑐𝑐𝑘𝑘|𝑛𝑛      [𝑎𝑎−1] B.13 
𝑓𝑓𝑘𝑘 = tan−1(𝐼𝐼𝑚𝑚{𝑐𝑐𝑘𝑘}/𝑅𝑅𝑅𝑅{𝑐𝑐𝑘𝑘})2𝜋𝜋𝑛𝑛      [𝐻𝐻𝑐𝑐] B.14 
𝜑𝜑𝑘𝑘 = tan−1(𝐼𝐼𝑚𝑚{ℎ𝑘𝑘}/𝑅𝑅𝑅𝑅{ℎ𝑘𝑘})     [𝑓𝑓𝑎𝑎𝑑𝑑] B.15 
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APÊNDICE C – PHASE-LOCKED LOOP (PLL) 
O Phase-Lock Loop (PLL) ou Malha de Captura de Fase é um sistema de controle 
projetado para gerar um sinal periódico de saída cuja fase está relacionada à fase de um sinal 
periódico de referência. Muito utilizado em sistemas de comunicação sem fio, o PLL é um 
circuito analógico ou digital responsável por sincronizar dois sinais periódicos: aquele 
proveniente de um sistema transmissor e outro proveniente de um sistema receptor. O sistema 
transmissor gera um sinal de referência e, no sistema receptor, o controlador PLL sincroniza o 
sinal de um oscilador com o sinal de referência recebido. Manter o oscilador e o sinal de 
referência em fase significa que a frequência e a fase inicial de ambos os sinais são mantidas 
iguais ao longo do tempo.  
Existem muitos tipos de controladores PLL e maiores informações sobre esse assunto 
pode ser encontrado no livro de Best (BEST, 2007). No presente trabalho o PLL utilizado é 
do tipo digital, sendo implementado através de um algoritmo numérico. A abordagem adotada 
visou primeiramente realizar o projeto de um PLL na sua forma analógica (sistema contínuo) 
e então posteriormente converter o PLL analógico em sua forma digital (sistema discreto). A 
teoria de controle digital utilizada pode ser encontrada no livro de Ogata (OGATA, 2010). O 
projeto do PLL será discutido a seguir. 
 
Dados dois sinais periódicos discretos sem presença de ruído, x e y, conforme as 
equações C.1 e C.2: 
 
𝑥𝑥(𝑖𝑖𝑛𝑛) = 𝑋𝑋0𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛)  C.1  
𝑦𝑦(𝑖𝑖𝑛𝑛) = 𝑌𝑌0𝑖𝑖𝑓𝑓𝑎𝑎 (2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝛼𝛼) C.2 
 
Onde X0 e Y0 são as amplitudes dos sinais x e y. fx e fy são as frequências em Hz. α é a 
diferença de fase inicial entre os sinais x e y. T é o passo de tempo e n é um número natural. 
O sinal x é o sinal de referência com fase 𝜃𝜃𝑚𝑚 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛  e o sinal y é o sinal do 
oscilador cuja fase 𝜃𝜃𝑦𝑦 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝛼𝛼 deve ser sincronizada com a fase 𝜃𝜃𝑚𝑚. O controlador PLL 
será responsável por essa sincronização, levando a diferença de fase ∆𝜃𝜃 = 𝜃𝜃𝑚𝑚 − 𝜃𝜃𝑦𝑦 ≈ 0. Na 
prática, a diferença de fase ∆θ não será zero, mas em geral será muito próxima de zero se o 
sinal de referência é periódico. Assim, após alguns passos de tempo, a frequência fy será 
praticamente igual a fx e α será aproximadamente zero. 
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A Figura C.1 apresenta o diagrama em blocos do PLL analógico utilizado no presente 
trabalho. O projeto desse PLL analógico será posteriormente convertido em sua forma digital. 
Nota-se na Figura C.1 que o PLL é formado por dois blocos principais: o detector de erro de 
fase e o filtro da malha de realimentação. O detector de erro de fase é responsável por calcular 
a diferença de fase, ∆θ, entre a fase do sinal de referência e a fase estimada pelo PLL. Já o 
filtro da malha de realimentação é o principal componente do PLL e é responsável por 
remover grande parte do ruído de alta frequência e por modificar a fase do sinal de saída a fim 
de reduzir o valor de ∆θ. A seguir será discutido o projeto do filtro de realimentação. 
 
 
Figura C.1 – Diagrama de blocos do controlador PLL analógico (sistema contínuo). 
 
O filtro da malha de realimentação do PLL consiste de três componentes: um filtro 
passa baixa de primeira ordem La(s), um integrador de primeira ordem Ia(s) e um ganho 
constante Ka(s). O subscrito “a” refere-se a analógico. A função transferência para o loop de 
controle, Ha(s) = θy/θx, pode ser obtida da seguinte forma: 
 
𝜃𝜃𝑦𝑦(𝑎𝑎) = ∆𝜃𝜃(𝑎𝑎)𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐾𝐾𝑎𝑎 = �𝜃𝜃𝑚𝑚(𝑎𝑎) − 𝜃𝜃𝑦𝑦(𝑎𝑎)�𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐾𝐾𝑎𝑎 C.3 
 
𝜃𝜃𝑦𝑦(𝑎𝑎)[1 + 𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐾𝐾𝑎𝑎] = 𝜃𝜃𝑚𝑚𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐾𝐾𝑎𝑎 C.4 
 
𝐻𝐻𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 𝜃𝜃𝑦𝑦𝜃𝜃𝑚𝑚 = 𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐾𝐾𝑎𝑎1 + 𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝐾𝐾𝑎𝑎 C.5 
 
O loop de controle do PLL será projetado como um loop de segunda ordem e, 
portanto, o denominador de Ha(s) terá a forma dada pela equação C.6: 
 
𝑎𝑎2 + 2𝜁𝜁𝜔𝜔𝑛𝑛𝑎𝑎 + 𝜔𝜔𝑛𝑛2 C.6 
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Onde ωn é a frequência natural do filtro e ζ é o fator de amortecimento. 
Definida a forma do denominador de Ha(s), o filtro passa-baixa La(s) pode ser 
projetado de forma a garantir a estabilidade do sistema. Dentre os filtros que garantem a 
estabilidade de Ha(s), está o filtro ativo do tipo proporcional-integral (PI). Assim, La(s) terá a 
seguinte função transferência: 
  
𝐿𝐿𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 1 + 𝜏𝜏2𝑎𝑎𝜏𝜏1𝑎𝑎  C.7 
 
Onde τ1 e τ2 são parâmetros relacionados à frequência natural ωn e ao fator de 
amortecimento ζ e serão definidos a seguir. 
Substituindo a forma de La(s) dada pela equação C.7 na equação C.5 de Ha(s) e 
sabendo-se que Ia(s) = 1/s, a função transferência do loop de controle, Ha(s), é rearranjada 
para possuir o denominador na forma padrão dada pela equação C.6. A forma final de Ha(s) 
obtida é dada pela equação C.8: 
 
𝐻𝐻𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 𝐾𝐾𝑎𝑎𝜏𝜏1 (1 + 𝑎𝑎𝜏𝜏2)
𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎 𝐾𝐾𝑎𝑎𝜏𝜏2𝜏𝜏1 + 𝐾𝐾𝑎𝑎𝜏𝜏1 + 𝜏𝜏2 C.8 
 
Considerando-se a equação C.6, os parâmetros τ1 e τ2 são dados em função de ωn e ζ 
conforme as equações C.9 e C.10, respectivamente: 
 
𝜏𝜏1 = 𝐾𝐾𝑎𝑎𝜔𝜔𝑛𝑛2  C.9  
𝜏𝜏2 = 2𝜁𝜁𝜔𝜔𝑛𝑛  C.10 
 
O projeto do PLL analógico é concluído ao definir-se os parâmetros ωn, ζ e Ka da 
função de transferência Ha(s): 
- ωn: na prática a frequência natural corresponde à largura de banda do filtro. 
Aumentando-se ωn o PLL irá efetuar a sincronização em um tempo menor, porém haverá 
também um aumento do ruído presente no loop de controle. Da mesma forma, diminuindo-se 
ωn promoverá uma redução do ruído mas aumentará o tempo para levar ∆θ a zero. Para a 
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aplicação do presente trabalho um valor de ωn = 0,01 rad/s mostrou-se adequado para a 
maioria dos casos. 
- ζ: o fator de amortecimento controla a estabilidade do filtro do loop de controle e 
será adotado no valor típico de 1/√2 ≈ 0,707. 
- Ka: o ganho do loop normalmente é alto e foi adotado Ka = 1000. 
 
A fim de obter um sistema discreto, o PLL analógico é convertido em sua forma 
digital. Para isso a função de transferência Ha(s) foi convertida em uma função digital 
equivalente, Hd(z), com uso da transformação bilinear dada pela equação C.11.  
 
𝑎𝑎 = 12 1 − 𝑐𝑐−11 + 𝑐𝑐−1 C.11 
 
Da mesma forma que Ha(s), Hd(z) é um filtro digital de segunda ordem cuja forma 
padrão é dada pela equação C.12: 
 
𝐻𝐻𝑑𝑑(𝑐𝑐) = 𝜃𝜃𝑦𝑦(𝑐𝑐)𝜃𝜃𝑚𝑚(𝑐𝑐) = 𝑣𝑣0 + 𝑣𝑣1𝑐𝑐−1 + 𝑣𝑣2𝑐𝑐−21 + 𝑎𝑎1𝑐𝑐−1 + 𝑎𝑎2𝑐𝑐−2  C.12 
 
 Onde os coeficientes a e b são constantes (a0 = 1). Na prática, z-1 representa o atraso 
do sinal em um passo e tempo. Analogamente, z-2 representa um atraso de dois passos de 
tempo. 
Hd(z) é obtido substituindo-se a equação C.11 na equação C.8 de Ha(s): 
 
𝐻𝐻𝑑𝑑(𝑐𝑐) = 𝐻𝐻𝑎𝑎(𝑎𝑎)|
𝑠𝑠=
1
2
1−𝑧𝑧−1
1+𝑧𝑧−1
= 4𝐾𝐾𝑎𝑎
𝜏𝜏1
�
(1 + 𝜏𝜏2/2) + 2𝑐𝑐−1 + (1 − 𝜏𝜏2/2)𝑐𝑐−21 − 2𝑐𝑐−1 + 𝑐𝑐−2 � C.13 
 
Os coeficientes a e b da equação C.12 podem ser obtidos da equação C.13: 
 
 𝑎𝑎0 = 1 𝑎𝑎1 = −2 𝑎𝑎2 = 1  C.14  
 
𝑣𝑣0 = 4𝐾𝐾𝑎𝑎𝜏𝜏1 (1 + 𝜏𝜏2/2) 𝑣𝑣1 = 8𝐾𝐾𝑎𝑎𝜏𝜏1  𝑣𝑣2 = 4𝐾𝐾𝑎𝑎𝜏𝜏1 (1 − 𝜏𝜏2/2)  C.15 
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Concluindo-se o projeto do PLL digital, a verificação da estabilidade de Hd(z) pode ser 
realizada analisando-se seus pólos (raízes complexas do polinômio dado pelo denominador de 
Hd(z)). Para que o sistema seja estável seus pólos devem estar dentro do círculo unitário. O 
denominador de Hd(z) é dado por 1 − 2z−1 + z−2 = (1 − pd1z−1)(1 − pd2z−1), resultando 
nos valores para os pólos: pd1 = 1 e pd2 = 1. Ambos os pólos são reais e encontram-se dentro 
do círculo unitário, garantindo que o PLL projetado seja estável. 
 
